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第 一 章 ”线性 与 非 线性 算 子 


本 章 扼 要 地 陈述 一 些 与 以 后 各 章 内 容 紧密 相关 的 线性 泛 函 分 析 
中 的 基本 概念 与 结果 ,继而 论述 非 线 性 算 子 的 一 般 性 质 ,包括 连续 
性 有 界 性 \ 全 连续 性 、 可 微 性 等 . 


$1.1 度量 空间 


定义 1.1.1 设 X 是 一 非 空 集合 , 若 对 于 X 中 的 任意 两 点 z、y， 
有 惟一 确定 的 实数 p(xz,y) 满足 : 
(1) 非 负 性 :o(z,y) 宇 0,p(z,y) = 0, 当 且 仅 当 xz = y; 
(2) 对 称 性 :o(z,y) = p(y,zx); 
(3) 三 角 不 等 式 :o(z,z) 过 pl(z,y) 十 p(y,z). 
则 称 X 是 以 e 为 距离 的 度量 空间 , 记 为 (X,p) ,而 称 o(z,y) 为 点 Z， 
y 之 间 的 距离 .通常 也 简称 X 为 度量 空间 . 
设 1z,| 是 度量 空间 X 中 的 点 列 ,又 zo € X, 若 
lim pl zx», x0) = 0， 
则 称 ze 为 点 列 {zo| 的 极限 , 记 为 limzw = zo. 
给 定 度 量 空间 (X,o),zo E 外 ,以 及 r > 0, 点 集 
B(zor)=|lzlzEXozzo)<r| 
叫做 X 内 以 点 ze 为 中 心 , 以 > 为 半径 的 开 球 . 
设 玉 性 XX, 而 义 内 有 一 个 开 球 B(zo,r) 恬 E, 则 称 玉 是 X 内 的 
有 界 集 . 
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定义 1.1.2 设 zoE (X,o),r > 0, 以 Z0 为 中 心 , 以 > 为 半径 
的 开 球 B(zo,r) , 称 为 zo 的 一 个 球形 邻 域 , 简 称 为 邻 域 . 

设 GCCX,zEG, 若 存在 z 的 一 个 邻 域 B(z,r), 使 BC(z,r)C 
G, 则 称 z 是 G 的 内 点 . 若 G 中 每 点 均 为 其 内 点 , 则 称 G 为 开 集 . 

定义 1.1.3 ”给 定 度量 空间 (X,po),ECX,zo EX, 若 zo 的 任 
一 邻 域 B(xzo,e) 中 均 含 有 EF 一 1zol 中 的 点 , 则 称 zo 是 五 的 聚 点 或 
极限 点 . 

巨 的 全 部 取 点 所 组 成 的 集合 称 为 EE 的 导 集 , 记 为 E' .车 E’ CE,， 
则 称 E 是 闭 集 . 

称 巨 = 玉 U EE’ 为 集合 FE 的 闭 包 . 

定义 1.1.4 ”给 定 度量 空间 (XX,p),1x,1 CX, 若 对 任意 正 数 
e ,有 自然 数 N(e), 使 p(x ,zn) 之 ,对 任意 的 m,n > N(e) 均 成 
立 , 则 称 序列 | zx,} 是 X 中 的 Cauchy 点 列 或 基本 列 . 

车 X 中 任 一 Cauchy 点 列 都 收敛 , 则 称 X 为 完备 的 度量 空间 . 

定义 1.1.5 设 X 为 实 ( 或 复 ) 数 域 下 上 的 线性 空间 , 若 对 每 个 
x EX, 总 有 一 个 确定 的 实数 ‖ z | 满足 : 

(1)1zl 宇 0; zll =0, 当 且 仅 当 z = 9; 

(2)1arl =ltallzl (Ca€ FR), 

(3)1z+yl 委 1 站 zl+lyll， 
则 称 ez 为 和 上 的 范 数 , 称 X 为 赋 以 范 数 外 z | 的 线性 赋 范 空 
间 . 

在 线性 赋 范 空间 X 中 ,对 任何 zx,y EX, 令 

olzy)= xz-yl, 

则 易 知 p(xz,y) 是 X 上 的 距离 ,于 是 此 时 X 又 成 了 度量 空间 . 

定义 1.1.6 ”完备 的 线性 赋 范 空间 称 为 Banach 空间 . 

例 1.1.1 对 于 维 实 ( 或 复 ) 向 量 空间 R” 中 的 每 个 元 x = 
《zi,zz，…zn) ,定义 


| zl 二 | >) | zi 1 ， 
i=1 


则 R" 是 赋 以 范 数 | zl = / > | zx; 12 的 Banach 空间 . 


例 1.1.2 对 [a， 5] 上 连续 函数 空间 Cra,s] 中 的 每 个 元 xz, 定义 


站 zz = Lax | Zep 1， 
则 Ct,s] 是 赋 以 范 数 上 zz | = max 1 xz 1 的 Banach 空间 . 


例 1.1.3 空间 Li (1 寺 p<+%). 

设 疙 巧 是 [a ,5] 上 的 实 值 可 测 函 数 , 取 定 z(1 委 训 < +co), 若 
1 f(t) 1?* 在 [a,6] 上 Lebesgue 可 积 , 则 称 f(1) 是 [a,5] 上 的 pp 次 
可 积 函 数 .[a,65] 上 p 次 可 积 函 数 全 体 记 为 Lf,,s]. 

对 每 个 f E Lf,,s], 定 义 


hls = (| fedm)s, 


则 LPs,s] 是 赋 以 范 数 | fa ,= (| ， If i?dm)$ 的 Banach 空间 . 
例 1.1.4 数列 空间 请 (1 过 p< 之 + %). 


记 满足 了 | zu 1? < om 的 实数 列 (或 复数 列 )z = (zi,z2… 


zs，…) 全 体 为 .在 /2 中 按照 对 每 个 坐标 为 xz; 的 线性 运算 , 易 知 它 
成 为 线性 空间 .在 /? 中 规定 
Lz, = (2 1 zn 17)?, 

则 所 即 成 Banach 空间 . 

定义 1.1.7 设 X 是 线性 空间 ,在 X 上 赋 以 两 个 范 数 外 .| 1， 
| .外 >, 若 存在 正 的 常数 cl 和 cz ,使 对 一 切 x € XX 成 立 : 

clzlz 和 lzl 科 clzla 

则 称 范 数 | z 1 与 xz 上 是 等 价 的 . 

定义 1.1.8 设 X 为 度量 空间 , M CR , 若 M 中 的 任何 点 列 必 
有 在 X 中 收 伍 的 子 序列 , 则 称 M 是 (X 中 的 ) 列 紧 集 (或 称 致密 集 ). 
若 X 自身 是 列 紧 集 ,就 称 X 是 列 紧 空间 (或 致密 空间 ). 
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定义 1.1.9 ”度量 空间 X 中 的 列 紧 闭 集 M , 称 为 紧 集 . 

或 者 :对 度量 空间 X 中 的 子 集 M ,车 X 中 每 个 覆盖 M 的 开 集 族 
中 必 可 选 出 有 限 个 开 集 覆盖 M , 则 称 M 为 紧 集 . 

若 M 的 闭 包 M 是 紧 的 , 则 称 M 是 相对 紧 集 . 

定理 1.1.1 上 度量 空间 X 中 的 紧 集 M 上 的 连续 函数 三 必然 有 
界 , 而 且 可 达 上 、 下 确 界 . 

定义 1.1.10 给 定 度量 空间 X,MCX, 给 定 s > 0, 若 有 点 集 
A CX, 对 每 点 ZE M,]zx€ Ah, 使 p(z ,zs) <e. 换 言 之 ,以 A 中 
各 点 为 心 ,以 正 数 。 为 半径 的 开 球 族 能 盖 住 M: 

WB(y,e) DOM, 

则 称 A 是 M 的 一 个 s - 网 . 

若 对 任何 s > 0, 集 M 总 有 有 限 的 s - 网 :1ztzz…zn 性 
M( 点 的 个 数 n 与 < 有 关 ) , 则 称 M 是 全 有 界 集 . 

定理 1.1.2 ” 设 M 是 完备 度量 空间 X 的 子 集 , 则 M 为 全 有 界 集 
的 充 要 条 件 是 M 为 相对 紧 集 . 

定理 1.1.3 ” 设 X 为 完备 的 度量 空间 , 则 M CX 为 列 紧 集 的 充 
要 条 件 是 对 Ye > 0,M 存在 列 紧 的 e - 网 . 

定义 1.1.11 设 E 是 [a ,5] 上 的 一 族 连 续 函 数 ,ECCra,sj, 若 
对 Ye>>0,36>0, 使 对 Yzxi,z2Ela,b], 当 | zx1 一 zx21<$ 时 ， 
对 FE 中 每 个 函数 f 都 有 : 

i f(zi) - f(x2) 1<<e (6 与 EF 中 的 f 无 关 )， 

则 称 E 是 等 度 连续 的 函数 族 . 

若 存在 常数 c > 0, 使 对 一 切 f(x) €E 玉 ,对 Yx Ela,bj, 总 有 

[| F(x) I< ec， 

则 称 E 是 一 致 有 界 的 函数 族 . 

定理 1.1.4 点 集 MC Ci,s] 列 紧 的 充 要 条 件 是 M 一 致 有 界 
且 等 度 连续 . 


$1.2 ”线性 算 子 与 线性 泛 后 


定义 1.2.1 设 X 和 Y 同 为 实 ( 或 复 ) 数 域 玉 上 的 线性 空间 ,由 
X 的 某 个 子 集 DD 到 Y 中 的 映射 A 称 为 算 子 ,而 称 D 是 算 子 A 的 定义 
域 , 记 为 D(A4A), 称 AD = {Az 1x EDI 是 A 的 值 域 , 记 为 R(A). 

若 A 映 X 中 的 有 界 和 集成 Y 中 的 有 界 集 , 且 

A(ar +pPBy) = aAr thAy (Va,B EF,r\y EX), 

则 称 A 是 有 界线 性 算 子 . 

特别 , 当 Y = F( 数 域 ) 时 , 称 A 是 X 上 的 有 界线 性 泛 函 . 

虽然 A 为 有 界线 性 算 子 的 充 要 条 件 是 存在 常数 C > 0, 使 对 Vx 
EX, 有 

IArl cllzl 

定理 1.2.1 线性 算 子 A:X-~Y 为 连续 的 充 要 条 件 是 A 有 界 . 

设 X,Y 为 线性 赋 范 空间 , 记 B(X,Y) 为 从 久 到 Y 中 的 所 有 的 
有 界线 性 算 子 构成 的 集合 ,很 显然 ,B(X,Y) 是 数 域 下 上 的 线性 空 
间 . 对 每 个 A € B(X,Y), 令 


141 = sw je， 
则 上 .中 是 B(X,Y) 上 的 范 数 .因此 B(X,Y) 是 赋 范 线性 空间 . 


定理 1.2.2 B(X,Y) 为 Banach 空间 的 充 要 条 件 是 YY 为 
Banach 空间 . 


特别 : 当 Y = FF( 数 域 ) 时 , 记 B(X,F) = X*, 它 称 为 X 的 共 斩 
空间 ,由 于 数 域 尺 总 是 完备 的 , 故 共 斩 空 间 X* 总 是 Banach 空间 . 
定义 1.2.2 设 X 是 线性 赋 范 空间 ,X* 是 X 的 共 恩 空间 , xz GE 
X,7=12,… 若 3zEX, 使 得 上 zs 一 工 | 一 0(02 一 co), 则 称 点 
列 {z,j 强 收 伍 于 z, 记 为 zn 一 co ). 
若 对 YEX"*, 均 有 Az) 一 7z)( 按 绝对 值 距 离 ), (” 一 
5 


co ) , 则 称 点 列 {z,} 弱 收 你 于 z. 记 为 xz， -要 (7 — 00). 

定义 1.2.3 对 A, EB(X,Y),n = 二 1,2,…, 若 3jAEB(X,， 
Y) ,使 得 : 

(14.-A4A1 一 0 一 co), 则 称 算 子 列 {A,j 一 致 收效 于 A; 

(2)YVzEX,1az-A4zl 一 0 一 co), 则 称 算 子 列 |A,| 强 
收敛 于 4 ; 

(3) 对 VzrEX 和 VfEX*, 有 f(Anzr)—> f(Ar)(n—> oo%), 
则 称 算 子 列 {A,] 弱 收敛 于 A. 

定义 1.2.4 设 久 是 线性 赋 范 空间 ,X* 是 X 的 共 忽 空间 , 泛 函 
列 广 EX =12…, 若 3AEX*, 使 

(1 户 =-7 了 一 0(0na 一 oo), 则 称 泛 函 列 | 广 }| 强 收 伍 于 

(2)Yz EX, 均 有 | f,(z) 一 f(z) 1 一 0(n 一 %), 则 称 泛 函 列 
[f) 弱 ” 收 和 敛 于 f; 

(3) 对 YFE(X 六, 均 有 FF( 廊 ) 一 F(CA(a 一 co), 则 称 泛 函 
列 { 广 } 弱 收 你 于 了 . 

注 1: 一 般 来 说 , 泛 函 列 弱 ”收敛 与 弱 收 敛 不 一 致 ,但 着 义 与 
XX*” 二 (XX*)* 之 间 能 建立 起 等 距 同 构 J:(Jzx)(f) = f(x)(x € 
X) 时 , 则 称 X 是 自 反 的 .在 自 反 空间 中 ,这 两 种 收敛 是 等 价 的 . 

注 2: 易 见 , 泛 函 列 的 强 收 敛 相当 于 算 子 列 的 一 致 收敛 , 泛 函 列 
的 弱 ” 收敛 相 当 于 算 子 列 的 强 收 敛 . 

定理 1.2.3 (Hahn - Banach 有 界线 性 泛 函 延 拓 定 理 ) : 设 X 是 
线性 赋 范 空间 ,D 是 X 上 的 线性 子 空间 , 则 DD 上 任 一 线性 有 界 泛 荡 f 
可 以 延 拓 到 整个 空间 X ,并且 保 持 范 数 不 变 , 即 存 在 和 上 的 线性 有 
界 泛 函 下 ,满足 : 

(1)F(z) = f(x),VYr ED; 

(2) | Flx= fils. 

系 : 设 X 是 线性 赋 范 空间 ,和 天 109} , 则 对 于 和 中 任 一 ze 天 0, 必 
存在 X 上 的 线性 有 界 泛 函 ,满足 : 
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(DF = 1; 

(2)f(zo) = zol. 

定义 1.2.5 ” 设 X,Y 是 线性 赋 范 空间 ,A 是 X 到 Y 的 线性 算 
子 , 若 A 的 值 域 R(A) = Y, 且 A 的 道 算 子 A-! 存 在 ,又 A! 为 有 界 
线性 算 子 , 则 称 A 是 正则 算 子 . 

定理 1.2.4 ( 逆 算 子 定 理 ): 若 (X, :1),(Y, 呈 :1) 是 
Banach 空 间 ,A 是 X 到 Y 上 的 一 一 线性 有 界 算 子 , 则 4 一 是 线性 有 界 
算 子 . 

定义 1.2.6 设 X 是 线性 空间 ,4 为 一 复数 ,A 是 X->X 的 线性 
算 子 ,车 有 X 中 的 非 零 向 量 x € D(A), 使 

Azx = AZ 

则 称 X 是 A 的 特征 值 ,而 称 z 为 A( 相 应 于 特征 值 4) 的 特征 向 量 . 

在 微分 方程 的 求解 中 ,除去 求解 形 如 

(A — A)z =0 
的 齐 次 方程 外 ,还 经 常 遇 到 非 齐 次 方程 
QI- A)z=f. 

其 中 A 是 给 定 的 算 子 ,f 是 已 知 向 量 ,zx 是 未 知 向 量 . 为 了 研究 这 种 
方程 的 求解 问题 ,有 必要 介绍 算 子 A 的 正则 点 和 谱 点 的 概念 . 

定义 1.2.7 设 X 是 复 的 赋 范 线性 空间 ,A 是 X 的 线性 子 空间 
D(4A) 到 X 中 的 线性 算 子 ,又 设 和 是 一 复数 ,如 果 (MT- A) 是 正则 算 
子 , 即 人 -4 是 D(A) 到 X 上 的 一 对 一 的 线性 算 子 ,而且 它 的 逆 算 
子 (X1 A)"! 是 XX 到 XX 中 的 有 界线 性 算 子 时 , 称 4 是 A 的 正则 点 ， 
并 称 (MT- A)-! 为 A 的 殉 解 算 子 .不 是 正则 点 的 复数 4, 称 为 A 的 谱 
点 , 复 平面 上 正则 点 全 体 称 为 A 的 正则 集 , 记 为 p(A). 谱 点 全 体 称 
为 A 的 谱 集 , 记 为 o(A). 

以 上 内 容 在 一 般 的 泛 函 分 析 书 上 均 能 找到 ,所 以 只 作 简 要 陈述 ， 
而 未 给 出 证 明 或 作 进一步 的 阐述 . 


$1.3 “ 非 线性 算 子 的 基本 概念 


设 五 ; 和 已 2 是 两 个 实 Banach 空间 ,D C Ei,A:D 一 EE, 为 非 线 
性 算 子 . 

定义 1.3.1 设 roED, 若 Ve>0,36= 65(zo,e)>>0, 使 当 
zxzED, 且 x-zxol <6 时 , 恒 有 : 

| 4z - Azoll < es， 

则 称 A 在 zo 连续 ; 

若 4 在 D 中 每 一 点 都 连续 , 则 称 A 在 D 上 连续 ; 

若 上 述 $ 只 与 es 有 关 , 而 与 zo E DD 无 关 , 则 称 A 在 D 上 一 致 连 
续 . 

注 1: 易 知 ,A 在 xo € D 连续 的 充 要 条 件 是 :对 VY xz, € D,zx,n 一 
ZX0; 均 有 Azx, 一 Azxo(n -> 00). 

定义 1.3.2 若 A 将 中 的 任何 有 界 集 变 成 E 中 的 有 界 集 , 则 
称 A 在 D 上 有 界 . 

注 2: 对 于 线性 算 子 而 言 ,连续 性 与 有 界 性 是 等 价 的 ,但 对 于 非 
线性 算 子 , 则 没有 这 种 等 价 关系 . 

反例 ”考察 XX = /上 的 泛 函 : 


f(z) = 2 (| x; {1— 1).: 


1zx, 1 之 


(va - = (Ziz2 mh € 17). 


由 2? 中 元 素 的 特征 : Da 之 十 ce 知 limz; = = 0, 故 对 Yrx EE, 在 


f(x) 的 表达 式 中 至 多 只 4 有 有 限 项 不 为 零 , 即 只 有 有 限 项 相 加 ,因此 
f(z) 存在 . 


Zz) 二 (zz 人) ) € Ll2,z 二 (Z1Z2，) 和 1， 


zr) = (Da -a (n> %), 


亦 即 2 中 的 点 列 依 范 收 和 伍 可 导出 按 分 量 收敛 ,从 而 必 有 f(x") 一 
f(z), 故 f 是 m? 上 的 连续 泛 函 ,但 它 不 是 有 界 的 .事实 上 , 取 x 人 ”= 
2e, ,其 中 le,} 是 2 上 的 标准 基 , 则 zt E LH ‖z(2 = 2(n = 
1,2,…), 但 f(x)= n>%(n— oo%). 

定义 1.3.3 车 A 将 DD 中 任何 有 界 集 S 映 成 EE, 中 的 列 紧 集 
A(S)( 即 A(S) 是 相对 紧 集 , 亦 即 它 的 闭 包 A(S) 是 EE, 中 的 紧 集 )， 
则 称 A 是 映 DD 入 E; 的 紧 算 子 . 

注 1: 易 知 ,A 在 D 上 紧 的 充 要 条 件 是 :对 于 D 中 任何 有 界 序 列 
iza| , 必 有 子 序列 |z, | 存在 ,使 序列 |Az, | 有 E2 中 收 伊 . 

注 2: 显 然 , 紧 算 子 必 有 界 . 

定义 1.3.4 若 紧 算 子 A:D~>E; 是 连续 的 , 则 称 A 是 上 映 D 人 
E2 的 全 连续 算 子 . 

易 知 ,车 A 为 线性 算 子 , 则 A 为 全 连续 的 充 要 条 件 是 将 Ei 中 的 
单位 球 S = lz 1zx EEi, 上 zj 过 1| 映 成 Es 中 的 列 紧 集 . 

定理 1.3.1 设 A,:D 一 EE, 连 续 (n = 1,2,…),A:D 一 Ez, 车 
对 品 中 任何 有 界 集 S, 当 n> 时 , Anz - Az 上 ‖ 都 一 致 趋 于 零 ( 关 
于 zeE S), 则 A:D -> E, 也 是 全 连续 算 子 . 

证 ” 先 证 A 连续 . 设 xz, 一 zo(z;,zxo ED), 则 S = | zo,zl， 
x2，,…| 是 DD 中 有 界 集 .于 是 Ye > 0, 可 取 &, 使 


| Aiz — Aza | < ,Cn =0,1,2,). (1.3.1) 
由 As 的 连续 性 知 3N, 当 n> NN 时, 恒 有 : 
| Arrs — Auszo ll < 人 


由 (1.3.1) 式 知 , 当 n > N 时 , 恒 有 : 
| Az, - Azoll < | Ar - Aero + NB Aprs — Arro 
+ | Arzo ~ Azoll 


< 全 十 机 十 本 = e， 
故 Ar, 一 4zo, 所 以 A 为 连续 算 子 . 

再 证 A 是 紧 算 子 . 设 S 是 DD 中 任 一 有 界 集 . Ye >0, 由 假设 可 取 
定 一 个 ,使 Az-Az‖ <e(YVYxz€S), 故 A,(S) 是 A(S) 的 
一 个 s 一 网 ,但 因 4, 全 连续 , 故 A,(S) 是 列 紧 集 , 根 据 定理 1.1.3 
知 ,A(S) 也 是 列 紧 集 、， # 

例 1.3.1 考察 yppicon 算 子 : 


hg(z) = | Cz,y,9(y))dy (1.3.2) 


其 中 函数 (zx,y,u) 定义 在 (zx,y) E GxXG=6,-%<u<t% 
上 ,G 为 RV 中 某 有 界 闭 集 , 则 当 k(x,y,w) 在 (xz,y)EGxG,-% 
< wu <+ co 上 连续 时 ,ypprcog 算 子 A:C(G) 一 C(G) 全 连续 . 

证 设 S 是 C(G) 中 有 界 集 :gic 夺 a,YVp € S, 于 是 


| Ap(z)| =| | kz13,9(9))dy I MmesG (YepES)， 
其 中 M= max 1k&(z,y,w) 1, 故 A(S) 中 诸 函 数 一 致 有 界 . 


(zy EG, lula 


Ye > 0, 由 于 k(z,y,u) 在 有 界 闭 集 (z,y)E G,1u la 上 
连续 ,从 而 一 致 连续, 故 3 6 > 0, 使 当 | zi-zzl<s,(zizzEG) 
时 , 恒 有 : 

| R(ziyy, zt) 一 有 zzyyy ze) I< DE Vy EG,|Iu la, 


于 是 YpES, 当 1 zl- x21<5 时 ,民有 : 
| Agp(z1) — Ap(z2) | 


= | | L(y, p63)) 一 k(xz2,y, p(y)) ldy | 


€ Pm 
< (TesG mesG = &€. 


故 A(S) 中 诸 函 数 等 度 连续 . 据 定 理 1.1.4 知 A 是 映 C(G) 和信 C(G) 
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的 紧 算 子 . 
下 证 A 的 连续 性 . 设 mw,poE C(G), wm -pollc 一 0(0n 一 
co). 令 a=supitleolc1eolc lolc Ye>0, 由 有 (并 ， 


yz) 在 (z, 轨 EGG,1xl 委 ua 的 一 致 连续 性 知 ,36 > 0, 使 当 | ui 
一 wz2 1 之 6(| ull1 志 a, | wz il 委 ac) 时 , 恒 有 : 
| RCzyyyal) — R(X yu2) [< eG V(r,y) € C. 


取 六 ,使 当 ”> N 时 , 恒 有 9 -golc<5, 于 是 当 n > NN 时 ,有 : 
| Ap, (zx) — Agpo( zx) | <|. | k(x,y, pr(y)) 一 有 zy po(y)) | dy 


< (一 -)mesG = e， 


mesG 
从 而 Aps 一 Agolc<e, 故 Ap, 一 Agpol|c 一 0. # 
下 面 介 绍 Fréchet 微分 和 Fréchet 导 算 子 的 概念 . 
定义 1.3.5 设 EElI 和 Es, 是 Banach 空 间 ,D 是 El 中 某 开 集 ,A: 
> FEF;, zo ED, 有 xo+Ax€D, 若 存在 有 界线 性 算 子 BE B(EI， 
EE,), 使 (在 zo 点 附近 ) 


A(zo + Azr) - Axro — BAz | -0 


Po 二 1Az 
(1.3.3) 
则 称 算 子 A 在 点 zo 处 Fréchet 可 微 ,BAz 叫做 A 在 ro 处 对 于 Az 的 
Frechet 微分 , 记 为 dLA(zo)Az]; 算 子 召 叫做 A 在 zo 点 的 Frechet 导 
算 子 , 记 为 A’(zo), 即 B= A(zo); 又 有 
d[A(zo)Az] = A’ (xo)Azx. 
注 3:Q@ 极限 式 (1.3.3) 可 表示 为 : 
| A(zro tAzr)—- Aro — BAzD Az .eldAr)). 
(1.3.4) 
(el(a) 是 正 的 实 函数 ,和 且 a 一 0 时 ,e(a) 一 0.) 
@ 当 EEl = Es = R! 时 ,Fréchet 导 算 子 与 平常 导 函 数 概念 一 致 ， 
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此 时 4 (zo) = 了 (zo) 是 一 个 数 , 即 R'! 空间 中 的 一 个 元 ,从 而 也 是 
R! 上 的 一 个 线性 有 界 泛 函 . 
@ 此 处 A 一 般 为 非 线 性 算 子 , 而 A“(zxzo) = B 必 为 有 界线 性 算 
子 . 若 A € B(E1,E2), 即 A 为 有 界线 性 算 子 时 , 必 A’(zxo) = 
A(VYzo € El). 
事实 上 ,因为 A 为 有 界线 性 算 子 ,所 以 A(zo + Az) - Azo 一 
4Az = 90, 从 而 对 Y xoE El,A’(zo) = B= A. 即 有 界线 性 算 子 的 
导 算 子 为 常 算 子 .这 是 数学 分 析 中 避 (at) = a(a 为 常数 ) 的 自然 推 
广 . 
Fréchet 导 算 子 是 惟一 的 , 即 若 除 巨 外 ,还 有 Bi E B(E',E2) 
也 满足 (1.3.3) 式 或 (1.3.4) 式 , 则 Bi = B. 
事实 上 ,因为 
0 委 BAz - BtAzl 
= | [A(zo + Azx) — Aro- BiAz] 
~- [A(zxzo t+ Ax) - Azxo - BAz]| 
lA(zo +t+Azr) — Aro ~ BiAx | 
+ 中 A(xzo t+ Az)— Aro — BAz | 
Azle(lArl)+ lAzlel lAzr|), 
从 而 有 
OB-Bl<e(lArl|)+e(lAr|). 
上 式 左 端 与 Az 无 关 , 从 而 B = Bi. 
@@ 若 Al,A; 均 在 点 xo 处 Fréchet 可 微 , 则 aAi+ BA2(a,B 均 为 
实数 ) 也 在 zo 处 Fréchet 可 微 ,并 且 
(aA1l+ BA2) (zx0) = aA1 (zx0) + Az (zo0). 
@@ 常 算 子 的 Fréchet 导 算 子 为 6, 即 若 
Ar = yo € Es(Y x € El1), 
则 A’(zxo) = 0(V zo € El). 
四 车 A 在 zo 处 Fréchet 可 微 , 则 A 在 zo 点 连续 . 
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事实 上 ,由 A 在 zo 点 Fréchet 可 微 , 知 : 
| A(xo+Az)— Azoll - | BAz | 
A(zo t+ Azrz)— Azro — BAz 
< Arle(lAzr |), 
故 A(zo + Azx)— Azrol 
BAz| + llAzle(lArl|)—>0 (Ar—0), 
从 而 A 在 zo 点 处 连续 . 

例 1.3.2 设 A 是 映 R"” 入 R” 的 算 子 :y = Az.x = (zz2， 
Ta €E Ry = (yy2 Ym) = fi(x1s Tas, La), f2( x1 
T2121)) ER, 若 每 个 f; 均 在 点 区 = 
(5 ,Fo) 的 某 邻 域内 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 则 对 Ax = 
(AztArzz ,人 Axa), 当 |‖Az| 充分 小 时 ,利用 中 值 公式 ,有 : 

A(T+Ar)— 

= (fi(z1 + Axi, E+ Axs) — f(z, , Za),, 

fn (ET1 + Art Tn +t ATn) — fn(E1,**, ET,)) 


一 9 Ea | z+0 Az ” Ac 2 E+0,. "Ax " Ax;). 
由 此 根据 3 各 的 连续 性 , 即 易 知 A 在 点 处 Fréchet 可 微 ,并 且 A“(z) 
由 下 式 表 示 : 


4 (二 )Az = ( 3 * AXxi,, 2 |z * Ax;). 
和 ; 


亦 即 线性 算 子 A“(z) 是 由 矩阵 (2 Sc tie, 所 确定 的 线性 变 
换 ,z = AmAz 相当 于 (xz = Ce “Zim )) 


a .. of 
之 1 Oxi Or, Azi 
Zim Ofan ... fn | LAzn 
QZzl Ox 


13 


由 此 说 明 , 映 有 限 维 空间 R* 入 有 限 维 空间 R” 的 算 子 A 的 Fréchet 可 
微 性 , 即 是 数学 分 析 中 的 全 微分 的 概念 : 
of SA 十 … + BL A, +o(o),o= | zl. 

因此 ,Fréchet 微分 和 Fréchet 导 算 子 的 概念 是 数学 分 析 中 全 微 
分 概念 在 无 穷 维 空间 上 的 推广 ,区 别 在 于 :现在 的 空间 没有 坐标 ， 
因而 没有 偏 导 数 概念 ,Frtchet 微分 是 应 用 得 最 多 的 一 种 微分 概念 ， 
因为 Fréchet 微 分 df A(zo)A] = A'(z) 人 AT 定 义 成 算 子 改变 量 : A(xo 
+ Az) - 4zo 的 线性 主要 部 分 ,所 以 正好 反映 了 将 非 线 性 问题 线性 
化 .但 Frechet 微分 对 算 子 的 要 求 是 较 强 的 ,是 一 种 强 微分 . 

还 有 一 种 是 Gateaux 意义 下 的 弱 微 分 , 它 是 数学 分 析 中 方向 导 
数 概念 的 推广 ,其 特点 是 要 求 条 件 较 少 , 如 不 必要 求 算 子 连续 ,甚至 
也 不 必要 求 定 义 空间 赋 范 ,因此 适用 范围 较 广 ,特别 对 于 泛 函 用 起 来 
很 方便 .这 里 不 作 介绍 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 其 他 参考 资料 ， 

例 1.3.3 考察 ypprcon 算 子 : 


Aptz) 一 | pzsyep(y)dy， 


其 中 函数 EC(z,y,z) 在 (z, JEGxG=G,-o<u<+o 上 
有 定义 ,G 表 RN 中 某 有 界 闭 集 . 

设 &Czyyy al) 与 好 (zy au) 均 在 ac 委 zy 委 5,，12| 委 尺 中 
连续 , 则 A 可 看 做 是 定义 在 空间 Cr。s] 中 球 Sro,r] 上 , 取 值 于 Cr。 5 
中 的 算 子 .这 时 只 要 h(t) 充分 小 ( 即 hh 中 充分 小 ), 即 有 : 

Agpotz) TARCz) - Agpol x) 


= | [a(zsy, goly) + hy)) ~ klzsy, poly))]dy 
= | esy, po) hy)) + ol ANDAR Jdy 


= | zy po) hy)dy + (| hy)dy) + ol lal) 
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= Bh(z) + (| h(y)dy) oa， 


放 A'(goh(z) = Bh(z) = | Kr,y, poly)) hy)dy. 


所 以 ypercon 算 子 是 Fréchet 可 微 的 , 且 其 Fréchet 导 算 子 A( qo) 是 
下 述 线性 积分 算 子 : 


A'(goOh(z) = {h(xsy, goly)) hy)dy. 


定理 1.3.2 ( 链 锁定 理 ) 设 E: , Es, 均 为 Banach 空间 , 开 集 
DCEI, 开 集 HCE,,A:D 一 Es,B:H 一 E3 且 A(D)CH, 设 A 
在 点 zo 局 处 Fréchet 可 微 ,B 在 点 yo = Axo 处 Fréchet 可 微 , 则 复 
合算 子 BA :D 一 FE; 在 点 xo 处 Fréchet 可 微 ,并 县 

(BA) (zo) = B (yo0)A' (zo0). 

证 ” 据 Fréchet 可 微 的 定义 知 , 存在 实 函 数 el( 上 Ax) 和 和 

e2( Ay | ) ,它们 分 别 在 Ax -> 0 和 Ay ->0 时 趋 于 零 , 且 使 
A(xzot+Axz)— Azro -A(xzo)Az| < | Azriel Ar), 
| B(yo + Ay) - Byo - B’'(yo)Ay | & | Ay esl Ay ). 

今 取 Ay = A(xo + Azx) — Azxo = A(xzo + Azx) — yo, 

则 A(xo + Az) = yo + Ay. 

注意 到 4 (zo) 与 B'(yo) 都 是 线性 有 界 算 子 : 

| BA(zxo + Az) -~ BAzxo - B’'(yo)A’(xo)Az | 
< |B(yo + Ay) — Byo - B’'(yo)Ay | 

+ | Byo)Ay — B’' (yo)A’ (zo)Ar | 
lAyle( Ay|)+ | B’'(y) | | ACzro+ Ar) 

— Azxo - A’(zo)Azx|| 

< Ay es Ayl) + | BCy) lAzrl ell Axrl), 

由 A 的 Fréchet 可 微 性 知 : 

IAyl = | A(zo + Azx) — Azoll 

<A(roArl + Arle( lAzrl) 
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[A (zro)l telll Azl)) A). 
易 见 当 Az 一 0 时 ,Ay ->0, 于 是 定理 得 证 ， 间 
系 : 设 A:D 一 下,,B:EE, > Es 线性 有 界 . 若 A 在 点 xo EE 刀 处 
Fréchet 可 微 , 则 BA 在 点 zo 处 也 Frechet 可 微 ,并 且 
(BA) (zo0) = BA (zo). 
定理 1.3.3 ” 设 Ei,E; 均 为 Banach 空间 , 是 El 中 的 开 集 .车 
A:D 一 EE, 全 连续 ,日 在 点 xzo ED 处 Fréchet 可 微 , 则 A’(zo0) ;El 一 
Ez 全 连续 . 
证 ”由 于 4 (zo) 是 线性 算 子 , 故 只 需 证 A'(zxo) 将 五 ; 中 单位 
球 S= zliz€Ei,|zl 志 1} 变 成 Es, 中 的 列 紧 集 A’(zo)(S). 
用 反 证 法 . 如果 4“ (zo)(0S) 不 是 列 紧 集 , 则 jso >>0 以 及 有 hh; EE 
S(i = 1,2,…) 使 
| A’ (zo)h; 一 A’ (zo)h; | 之 E0 (2 关门 . 
由 4 (zo) 的 定义 及 吕 为 开 集 可 知 ,jr >0, 使 当 中 关上 让 委 = 时 , 恒 
有 zothED, 且 


| A(zo th) -Aro -A(zoO)hl 3 ll. 
于 是 当 i 关 j 时 ,有 
| A(Czo 士 th;) 一 AKCzo 十 Th;) | 
= | [A(zo+ mh;) ~ Azxo — A’ (zo)(rhi)] - [A(zot rth;) 
— Aro ~ A (zo) Ch) rt rtA (zo)h; ~- A'(zo)h;] 


宇 t| A(zro)h; - A(zro)h;l - | A(zxo + rh;) - Azo 
-Azol(rhi)l =- ACxot thi) — Axro — A (zxo)(rh;) | 
> ze 一 号 1 mw 一 时 | 四 这 3 弛 . 


这 与 A 是 全 连续 算 子 矛盾 . # 
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第 二 章 ”压缩 算 子 方程 逼近 解 


把 一 些 方程 的 求解 问题 (如 微分 方程 、 积 分 方程 代数 方程 等 ) 
化 归 为 求 算 子 的 不 动 点 ,并 用 逐次 通 近 法 求 此 不 动 点 ,这 是 分 析 和 代 
数 中 常用 的 一 种 方法 .这 种 方法 的 基本 思想 可 以 追溯 到 牛顿 求 代数 
方程 根 时 所 用 的 切线 法 ,后 来 ,Picard 运用 逐次 逼近 法 解 常 微分 方 
程 .1922 年 Banach 把 这 个 方法 的 基本 点 提炼 出 来 ,就 是 压缩 映 象 原 
理 , 用 度量 空间 以 及 其 中 的 压缩 算 子 的 一 些 概念 更 一 般 地 描述 了 这 
个 办 法 . 这 种 利用 泛 函 分 析 来 研究 方程 解 的 近似 方法 以 及 关于 算 子 
的 不 动 点 的 存在 性 的 研究 , 自 Banach 之 后 取得 了 不 少 的 重要 进展 ， 
并 成 为 非 线 性 泛 函 分 析 的 主要 内 容 . 

本 章 则 从 Banach 压缩 映 象 原理 出 发 ,进一步 探讨 压缩 算 子 方程 
的 逼近 解 问题 . 


8$2.1 Banach 压缩 映 象 原 理 


定义 2.1.1 设 下 是 赋 范 线性 空间 , 算 子 A: 正 一下, 且 满 足 : 
lAz-Ay|l<alzr-yl (rz,y € 五). 

车 0 < g < 1, 则 称 A 为 E 上 的 压缩 算 子 (也 是 压缩 映射 ). 

车 存在 点 x* EEE, 使 Ax” = zx*, 则 称 xz* 为 算 子 A 的 不 动 点 ， 
或 称 zx* 为 算 子 方程 Ax = z 的 解 . 

定理 2.1.1 (Banach 压缩 映 象 原理 ): 设 下 为 Banach 空间 ,A: 
E 一 下 为 压缩 算 子 , 则 A 在 E 中 必 有 惟一 一 个 不 动 点 ， 

压缩 上映 象 原理 不 仅 证 明了 算 子 方程 Az = z 的 解 z” 的 存在 惟 
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一 性 ,而 且 也 提供 了 求解 的 方法 一 一 逐次 逼近 法 (或 称 迭 代 法 ): 
VY ro EE, 令 z= Azn-i(n = 12…) 则 解 Z ”= limz,, 并 且 可 
以 由 

lz -zl STEolAro -zol (n=1,2,.) 


给 出 用 | x,i 逼近 解 x” 的 误差 佑 计 式 . 

关于 Banach 压缩 映 象 原理 ,有 如 下 几 点 注 记 : 

注 1: 一 个 点 集 经 压缩 算 子 映 照 后 ,集中 任意 两 点 的 距离 被 缩短 

了 ,至 多 等 于 原 象 距离 的 g(0 < g < 1) 售 . 

注 2: 压 缩 算 子 是 连续 的 , 即 对 任何 收 伍 点 列 z, 一 zo, 必 有 Ax， 
—> Azo. 

注 3: 空 间 EE 的 完备 性 条 件 ,是 为 了 保证 算 子 A 的 不 动 点 的 存在 
性 ,此 条 件 是 不 可 少 的 ;不 动 点 的 惟一 性 则 是 直接 从 算 子 的 压缩 性 来 
的 ,与 空间 是 否 完备 无 关 . 

例 2.1.1 考察 空间 已 = (0, + ce) 到 其 自身 的 映射 : 

Tr=ar (0< au<1). 

它 显 然 是 压缩 映射 ,但 其 不 动 点 z* = 0 却 不 在 EE = (0, + co) 中 , 即 
Tz = ar(0< ae<1) 在 瑟 = (0,+%) 中 没有 不 动 点 ,原因 是 E = 
(0, + co ) 不 完备 . 

注 4: 定 理 中 压缩 算 子 A 可 以 是 非 线性 算 子 . 

从 应 用 数学 的 观点 来 看 ,Banach 压缩 映 象 原理 并 不 令 人 完全 满 
意 . 因 为 常见 的 情况 是 : 算 子 A 在 整个 空间 上 并 不 是 压缩 的 ,而 只 
在 其 子 集 M CE 上 是 压缩 的 ,如 果 M 是 闭 集 , 则 IM 完备 ,A 自然 在 
M 中 有 惟一 不 动 点 zx* .因此 适当 限制 初 值 zo 的 选择 , 以 使 迭代 列 
{zj (zs = Az 7 = 二 1,2,…) 仍 在 M 中 , 则 必 有 xz, 一 .这 方 
面 典 型 而 又 实用 的 结果 是 :球面 上 的 压缩 映 象 原理 , 它 是 Banach 压 
缩 映 象 原理 的 一 种 局 部 性 质 的 表述 ,有 时 使 用 起 来 更 方便 一 些 . 

定理 2.1.2 设 A 是 Banach 空 间 EE 中 闭 球 :Sc .= [zllz 
-ro 上 委 >} 上 的 压缩 算 子 ,又 设 
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1 Aro~- zo 和 (1-aq)r (0<aq<1), 
则 A 在 Sx,z) 中 有 惟一 不 动 点 . 
证 “只 需 验证 A :S (a0.7) — Sz0,7); 即 证 AS(,7) C S07). 
因为 A 是 压缩 算 子 ,所 以 
| Az - 4Azo1 <aqlz— zol, 
于 是 对 Y x € Sn,n， 即 


省 z -= zol 委 ~， 


于 是 有 
1 Az - zo 和 科目 Az - Aroll + 目 Azo -zol 
<dlz-xzol+(-a)r 近 >. 
所 以 
Arz 各 Sa nm， 
故 
AS(s,7) C Son， 
从 而 


A:S(sn) 一 Sun 
因为 Sex,r) 是 Banach 空间 玉 中 的 闭 子 集 ,所 以 S (20.7) 为 完备 集 , 据 
定理 2.1.1 即 知 ,A 在 Scs,,) 中 有 惟一 不 动 点 . 间 
Banach 压缩 映 象 原理 有 很 多 有 用 的 推广 形式 ,下 面 仅 介绍 一 个 
比较 常见 的 推广 形式 . 
定理 2.1.3 设 户 为 Banach 空 间 ,A:E 一 克 , 若 存在 自然 数 n， 
使 得 A" 是 EE 上 的 一 个 压缩 算 子 , 则 A 在 E 中 必 有 惟一 的 不 动 点 . 
证 ” 当 n = 1 时 ,定理 2.1.3 即 是 定理 2.1.1. 
记 B= A*, 则 8B 是 E 上 的 压缩 算 子 ,由 定理 2.1.1,B 有 不 动 点 
zz” = Bz * .于 证 zx” 也 是 A 的 不 动 点 . 
事实 上 , 算 子 BA = A”'! = AB， 
故 
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B(Az*)= A(Br') = Ar”， 
因此 Az " 也 是 B 的 不 动 点 ,由 于 压缩 算 子 A 只 有 一 个 不 动 点 ,所 以 
必 有 


4z ”一 工 ”. 
设 王 是 4 的 任 一 不 动 点 ,由 于 Az = 大, 则 
A"z = An = … =. 


因此 ,xz 也 是 B = A4" 的 不 动 点 . 
又 由 于 B 的 不 动 点 只 有 一 个 xz* ,所 以 = xz“ , 亦 即 A 的 不 动 点 也 
只 有 一 个 . 间 


$2.2 ” 算 子 的 Lipschitz 条 件 与 Lipschitz 常数 


所 谓 算 子 A 的 Lipschitz 条件 是 指 :存在 常数 工 > 0, 使 | Az - 
Ay 上 过 工 咱 zy | .我 们 常常 会 遇 到 , 算 子 A 在 空间 范 数 意义 下 满 
足 Lipschitz 条 件 ,但 却 不 是 压缩 算 子 的 情况 . 为 此 ,我 们 将 讨论 在 空 
间 中 通过 等 价 范 数 ,使 A 成 为 压缩 算 子 的 可 能 性 条 件 ， 

从 泛 函 分 析 已 经 知道 , 当 范 数 上 上: 用 等 价 范 数 上 .上 来 代 
蔡 时 ,空间 巨 中 的 收敛 点 列 仍 是 收 倒 的 ; 闭 ( 开 ) 集 仍 是 闭 ( 开 ) 集 ,等 
等 .并 且 ,在 有 限 维 线性 空间 上 ,任何 两 个 范 数 都 是 等 价 的 

但 是 ,如 果 赋 范 线性 空间 F 是 无 穷 维 的 , 则 确 有 不 等 价 的 范 数 
存在 .例如 : Cr. 空间 中 , 范 数 | zl， = max 1 z(z) 1 与 1 zl 


- | 1 zx(1) 1 dz 是 不 等 价 的 . 


下 面 我 们 用 两 个 具体 的 例子 来 说 明 , 用 等 价 范 数 使 满足 
Lipschitz 条 件 的 算 子 成 为 压缩 算 子 的 可 能 性 . 
例 2.2.1 考察 一 阶 常 微分 方程 组 : 


dé 
秆 一 filt ,Eb1,62,° ,6 ), 


i 二 1,2,…,n. 
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该 方程 组 也 可 表示 为 向 量 的 形式 : 


d 
二 = _ At, 工 ). 


其 中 之 = zi) = 16 ,2(0),… ,后 (i)| 是 取 值 在 x 维 欧 氏 空间 R” 
中 的 向 量 函 数 . 

求 此 方程 组 适合 初始 条 件 (0) = 0 的 解 ,就 等 价 于 求解 向 量 积 
分 方程 : 


z(t) = | fC,z(s))ds. 
假设 f(: ,zx) 是 关于 4:,z 的 n +1 元 连续 函数 ,并 且 关 于 工 满足 
Lipschitz 条 件 : 
1 f(t,7) -flt,y) ILIzr-yl| 
(zyER20 魏 上 和 雪耻). 
此 处 1 x | 记 R" 中 向 量 z 的 长 度 . 
定义 算 子 : 


A:z(t) = | f(s,z(s))ds, 
即 非 线 性 积分 算 子 : 
Az(1) = J fCs,z5))as. (2.2.1) 


显然 ,对 任何 r € [0,>] ,该 算 子 A 是 定义 在 [0,r] 上 连续 向 量 函 数 
空间 Cro,:] 上 的 自 映射 , 即 A :Cro,w] 司 Cro,r] .空间 Cro,n 中 的 范 数 
为 : 

zl = max | z(t)1. 


0 


于 是 
| Az -=- Ay| = max Es,265)) ~ fls,y(5))] ds | 


Lr: max | x(s)— y(s) 1 
Lrlzr-yl. 
因此 , 当 Lr < 1 时 , 算 子 A 是 压缩 算 子 , 且 满 足 Banach 压缩 原理 的 
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条 件 , 因 此 常 微分 方程 组 
fj i = 1,2,.",n 


在 区 间 0 之 : << minlr, 填 | 上 有 惟一 一 组 解 ， 

但 若 引 进 如 下 的 等 价 范 数 , 则 该 满足 初始 条 件 的 常 微分 方程 组 
在 整个 区 间 [0,r] 上 有 解 . 

对 区 间 [0,r] 上 连续 向 量 函 数 空间 Cio,-] , 设 其 上 的 范 数 为 : 

| zl ,= axe ™ 1 z(t) 1 (zeE cr 常数 LI > 0). 


(2.2.2) 
于 是 有 : 
可 ae | z(t) | < maxe ™ | z(t) 1 
< max Ix(t)| (z€ Cro,]), 
即 


elzielzl,<lzl. 
故 范 数 ez 中 与 | z 上 是 等 价 的 . 


又 NA - 和 1 = mace | LeszGD) -sy(G))]dsl 


此 
壕 max| emtL lx(s)— y(s) | ds 


0 


=L max| ener | x(s) — y(s) | ds 


0 0 


t 
=L maxc | es DeTs | zr(s) — y(s) I ds 


QSr 0 


t 
一 L(s—t) 
LI|z-y|. mx|e 1 ds 
_L -Lr 
= er)|z-yl,. 


令 Li= 工 , 则 g = 1-e "<1, 故 算 子 (2.2.1) 在 范 数 (2.2.2) 的 
意义 下 是 压缩 的 .于 是 这 个 满足 初始 条 件 的 常 微分 方程 组 对 所 有 的 
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t E [0,r] 有 惟一 确定 的 解 z*“(+). 
例 2.2.2 设 未 知 函 数 g(x)E€ Cro ECGzy) 和 yp) 对 0 
及 z,y 委 r, -co<9g<+oco 是 两 变 元 连续 的 ,并 且 
(yo) - 7 人 1 二 LI- 
(< op,y <+ co)， 
考察 多 项 式 型 Hammerstein 非 线性 积分 方程 : 
p(z) = jz,y)7(y,p(y))dy = Ap(z). 


(2.,2.3) 
上 式 的 右边 定义 了 一 个 在 Cre,-] 上 的 非 线 性 积分 算 子 A ,在 范 数 


| pl. = maxe” .| g(r) | 


(p E Co , 且 常 数 Li > 0) 
意义 下 , 它 满足 不 等 式 


lap- Agl .<I -em) lo-yl. 


(pp, EE Cro,r]). 
其 中 = onax ， | RCZzyy) 1. 
若 L! 之 KL, 则 A 在 :| ,意义 下 是 可 压缩 的 , 据 Banach 压 
缩 映 象 原理 即 知 方程 (2.2.3) 在 [0,r] 上 有 惟一 的 解 . 


接 下 来 介绍 Lipschitz 常数 的 估算 . 

据 数学 分 析 中 Lagrange 中 值 定理 知 ,任何 一 个 可 微 的 数值 函数 
在 区 间 [a ,6] 上 均 满足 以 工 = ,Sup, | 广 (z) | 为 常数 的 Lipschitz 条 
件 . 

若 对 算 子 也 引入 某 种 可 微 性 ,使 之 有 上 面 的 事实 成 立 ,进而 不 仅 
说 明 可 微 算 子 满足 Lipschitz 条 件 ,而 且 还 能 佑 算出 它 所 具有 的 常数 . 
算 子 的 这 种 可 微 性 即 是 前 面 所 讲 的 Fréchet 可 微 性 .为 此 ,我 们 有 : 

定理 2.2,1 设 E,F 均 为 Banach 空间 ,区 域 G CE, 算 子 A: 
G 一 下 为 Fréchet 可 微 算 子 , 则 VY xo EG, 且 zo + Ax € G, 有 不 等 

23 


式 : 
外 4A(zo+Azr) - Arol < .Sup A‘(z)N | Azr 
=x0+ 


(0<0<1). (2.2.4) 
证 记 yo = A(zo+ Axz) -Azxo € 下 ,由 Hahn -Banach 定 理 
1.2.3 的 推论 知 :3AE F*, 使 上 fj = 1, 且 
f(y0) = yoll = flA(zo + Az)] - FAro). 
(这 里 已 设 A(zo + Azx) -Axo 关 9, 当 A(zo+Azr) 一 Azro = 0 时 ， 
不 等 式 (2.2.4) 显然 成 立 . ) 
令 数 值 函数 p(t)= FLA(zo+rAr)] (0<r<1), 
此 时 
| ol = f(y0) = ¢ (1) - 9 (0). 
由 于 A 是 Fréchet 可 微 算 子 ,又 f € F* , 即 f 是 有 界线 性 泛 函 , 据 链 
锁定 理 1.3.2 的 系 知 :fA 可 微 , 故 g(r) 是 关于 r 的 可 微 函 数 , 且 
op (rt) = flA’ (zo + rAx)] (zo + rAz) 
= f[A’(xo + rAz)]Az. 
对 p(t) 应 用 中 值 定理 , 30 < 0 < 1, 使 p(1) - p(0) = pg (0), 即 
A(zo + Axr)— Azol 
= yoll = f(y0) 
= pg(1) - 9g(0) = 2 (9) 
= f[A’(zxo + OAx)]Az 
fF A(zo t+ GAz)) | Az 
= | A’(zo + 0Az) | | Az 
,sup lA(z)N lA (0<0<1). # 
注 : 对 一 般 的 Fréchet 可 微 算 子 A ,只 能 得 出 定理 中 的 不 等 式 , 而 
中 值 公 式 : 
A(xro+ Az) ~ Aro = A4(ro+goaAr)Ar (0<0<1) 
一 般 是 不 成 立 的 . 
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反例 ” 设 算 子 4:R2-> R? 由 下 式 定义 : 
y= Ar, z= (zr2), y= (yy), 
yl = rtt r= p(x1s7T2), y2 = zi = (xi,z2). 
考察 去 = (1,1) = (1,2),Ax = (1,1) = (Axi,Ax2). 若 中 值 
公式 
A(z+Azr)— Az = A'(iz+ 0Axr): Ax 
成 立 , 则 据 例 1.3.2 知 


A(z + Ax)-— = = (5S2 1 ator * Ax1 + He |z+0Ar * AX2, 
2 


四 lz+0Ar, ”Arzi + 型 1z+baz，Aza2)， 

即 

(8,8) - (2,1) = (2(1 + 0) +2(1 + 0),3(1 + 0)* + 0), 
亦 即 

(6,7) = (4(1 + 0),3(1 + 9)2). 

上 式 相 当 于 方程 组 :6 = 4(1 + 9),7 = 3(1 + 9)’, 它 没有 公共 
解 , 故 不 论 9 € (0,1) 为 何 值 ,中 值 公 式 都 不 成 立 . 

有 了 定理 2.2.1, 对 Fréchet 可 微 算 子 A 估算 其 Lipschitz 常数 就 
变 得 容易 了 . 

设 Fréchet 可 微 算 子 A 定义 在 有 界 凸 集 G 上 , 则 常数 

Lo = sup | A’Cz) | 

可 作为 A 在 G 上 的 Lipschitz 常数 . 

其 实 , 设 z,yE G, 则 对 Y9 € (0,1), 因 G 为 凸 集 , 故 

yt+0(z-y)= r+(1-0yE€EG, 

据 定 理 2.2.1 知 : 

| Az - Ay | < ,syp_, 1 A(z)l :lz-yl 

=Lolz-yll (0<2<1)， 
所 以 
Az-Ayl| Lollxz-yl, 
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其 中 
Po= ,sp sl A'(z) 


T=y+0 


$2.3 谱 半 径 与 算 子 的 压缩 性 


下 面 我 们 利用 等 价 范 数 ,对 有 界线 性 算 子 作 一 些 更 为 深入 的 控 
讨 .为 此 先 给 出 谱 半径 的 概念 . 
定义 2.3.1 设 记 是 赋 范 线性 空间 ,A:E 一 下 为 有 界线 性 算 
子 , 称 
r(4) = limv AT 
为 算 子 A 的 谱 半 径 . 
如 此 引信 的 谱 半径 的 定义 是 有 意义 的 ,因为 有 下 述 命题 : 
命题 : 设 有 界线 性 算 子 A € B(E,E), 则 极限 lim YA" 存 
在 , 且 
lmV lA = iinfV lA"l. 
证 记 r(4) = infV 1A"l， 
则 - 
Y 1A"l 7(A),n = 1,2,., 
故 
limv14" 1 > 7(A). 
因此 只 需 证 lim VY 1 4" ‖ 入 (A) 即 可 . 
由 下 确 界 的 定义 ,对 Ye > 0, 存 在 正 整数 m 之 1, 使 
VA”*I <r(A)+e. 
于 是 ,对 任何 正 整数 ”, 均 存在 非 负 整数 和 及 1, ,使 
1 = 有 MT+/ (0 和 过 忆 < 7). 
(此 处 m 为 定 值 ,4 局 限于 [0,m) , 故 当 n 趋 大 时 ,只 有 随 着 趋 
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由 于 
1 4B1 入 ANTBT， 
VK,| AXL IAN, 
从 而 
VIA = YA 
<Y | A AS™H 
(NASA" | 
过 14A123 (tO 
因为 当 ”~> coe 时 ， 
外-04m 1 
n n 
所 以 
lmy 14"1 <r(A)+e. 


由 于 r(A) 为 定 值 ,e 可 充分 小 , 故 由 上 式 得 
lim VA" <r(A). 


所 以 
lim v A" = r(A) = inf VY 上 A* 上 | . 音 
定理 2.3.1 若 范 数 外 , | 与 外 .jl， 


zl Mj z|), 则 


等 价 ( 即 mm 上 zl 委 


mV 上 A” = limy A” || > 


( 有 于 在 和 从 下 下 保 人 大 
证 ”因为 
| Arl ,<MIAzrl, 
Jzl,>mlzl| (vzeE€e 


E), 
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` 所 以 当 工 关 9 时 ， 


[Ar|, _M azl _M Az | M 
lz. Sm jz <mB Tl -mlAl 
故 对 算 子 范 数 , 有 
加 IAzl|, _M 
lal, = sp Tal <mlAl. 
同 理 可 证 
141 入 冯 14A1 
于 是 
六 141 和 141 .入 益 14A1， 
当然 有 
Ld n n M n 
名 IA 1141 入 站 14"1， 
从 而 
limA/ NM limvy 141 simwv14"1。 
< lim nf VIA"|, 
故 
lm VY TAT = lm TA TH, # 
因为 
r(A) = infv | A"l, 
所 以 


r(4) 委 141. 
系 : 据 定理 2.3.1, 可 以 构造 等 价 范 数 | .| ,同样 有 : 
r(A) 委 1 中 Ai 、. 


证 由 r(4) = infY A" 知 ,Ve >0,3p 之 1 
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使 
| A? | < (7r(A) + e)?. 
构造 范 数 : 
| zj = (7r(A)+te)? illzl + (r(A) + e)? ?| Az| 
+ (r(A) + e)? 3 A?zrl + 
t+ (r(A) + e)l Ar ?zl + | Ar-iz|, 


于 是 
(r(A)+e)* illzl 
|zl、 
SS[(r(A)+te)? + (r(A)+ er 2A 
+ (r(A)+e)? 3 HA) ++ (r(A) + e) | Ar 
+ | Ar]. zl. 
故 上 zx 上 ,与 xz 是 等 价 范 数 . 
因为 
A? < (r(A) +e)2， 
而 
| A 入 站 委 42 站 |， 
所 以 
外 hz = (7r(A)+ ei Ar| + (r(A) + ee) 
“| A?z) +t (rr(A)+ ee) Aizl 
+ | Azz| 
(rr(A) + e)rl| Azrl + (r(A) 
+ e)? | Az + + (r(A) 
te)|Ar zl +(r(A)+e)rlzrl 
= (r(A) +e)[(r(A) + e)?!ll zl 
+ (r(A)+e)? ?| Azrl +(r(A) 
+ e)? Azl + + A?!'zl] 
= (r(A)+e)l zl ,. 
因为 
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Az ,lA lzl., 
所 以 
r(A) 世 Al1, 志 rr(A)+e. # 
定理 2.3.2 设 A:E 一 EE 是 有 界线 性 算 子 ， 风 人 为 压缩 算 子 的 
充 要 条 件 是 其 谱 半径 ">(4) < 1. 
证 ”必要 性 : 设 A 是 可 压缩 的 , 则 
| az-Ay1 委 az 一 y|， 
取 y=0 有 14zil 和 cllzll， 
故 有 
1A aq<l1, 
从 而 


-AS<YNAN 和 VIA = HA <1 (vn€N). 

充分 性 : 设 谱 半 径 >(A)<1, 则 取 es € (0， 0 从 上 述 范 
数 | z | 。 的 构造 知 ,存在 等 价 范 数 | z ,使 

4 <r(A)+e<l1, 
从 而 
Iahaz-ayil. 委 141.lz=-yl， 
<(r(A)+e)llz-yl.,. 
因 常 数 0< r(A)+e <<1, 故 A 在 范 数 ‖ xz、 的 意义 下 是 压缩 算 
子 . 间 

可 见 , 判 定 有 界线 性 算 子 是 否 为 压缩 算 子 , 关 键 在 于 计算 或 估算 
其 谱 半 径 是 否 小 于 1. 

一 般 来 说 ,满足 压缩 条 件 的 算 子 是 不 多 的 ,对 这 类 算 子 直接 采用 
压缩 映 象 原理 去 讨论 其 不 动 点 自然 是 不 行 的 ,但 若 算 子 B 映 Banach 
空间 EE 中 闭 集 M 入 自己 ,而 A 是 满足 压缩 映 象 原理 的 M 上 的 压缩 
算 子 , 且 B 与 A 可 交换 :AB = BA , 则 A 的 不 动 点 z* 也 是 B 的 不 动 
点 . 

于 是 若 算 子 B 本 身 不 是 压缩 算 子 , 但 其 某 次 寡 是 压缩 算 子 , 则 
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据 定 理 2.1.3 知 ,B 有 惟一 的 不 动 点 . 
$2.4 ”迭代 列 的 收敛 性 与 收敛 速度 


我 们 继续 来 对 压缩 算 子 方程 Az = z 进行 讨论 . 前面 已 经 指出 ， 
Banach 压缩 映 象 原理 提供 了 求解 算 子 方程 Az = z 的 一 种 方法 
迭代 法 (或 称 逐 次 允 近 法 ). 

YZzo€ M, 令 zi = Azn-i(n = 1,2,…), 则 解 
工 ” 二 limz, ,并 且 


| zz 一 天 | <TTslAro- zol. (2.4.1) 


要 使 和 迭代 列 | z, | 与 方程 Az = z 的 精确 解 x* 的 误差 不 超过 5 
> 0, 即 zx, 一 zz* <6, 所 需 和 迭代 次 数 为 : 
n> 1 。 in -9) 
lng | Azxo— zo 
估算 式 (2.4.1) 描述 了 迭代 列 | zu 收敛 到 算 子 方程 解 z* 的 收 
敛 速度 .一 般 来 说 ,此 估算 式 是 不 能 改进 的 . 但 对 某 些 算 子 方程 ,添加 
一 定 的 条 件 则 可 以 保证 更 迅速 地 收敛. 
先 来 考察 算 子 方程 ; 
r= Br+f (2.4.2) 
其 中 B 是 定义 在 Banach 空间 EE 中 闭 集 M 上 的 有 界线 性 算 子 , 且 B: 
M 一 M,f 是 M 上 的 一 个 元 素 . 若 Bl < 1, 则 据 Banach 压缩 映 象 
原理 知 ,迭代 列 
xn 一 Br i++ (n= 1,2,.…) 
收 和 敛 到 方程 (2.4.2) 的 解 z* .特别 取 zo = f 时 ， 
Zr = f+ Bft+:… + B’"f. 
因为 
Tr 7 (n~—> 00), 
所 以 
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*=f+Bft+.…+ Bf+.… = 2 B (FE M). 
对 算 子 方程 (2.4.2) 补充 条 件 :r(B) < 1, 则 可 得 到 比 Banach 压 
缩 映 象 原理 更 深刻 的 定理 . 
定理 2.4.1 设 玉 为 Banach 空间 ,M 为 E 的 闭 子 集 , 有 界线 性 
算 子 B:M -> M. 若 B 的 谱 半径 r(B) < 1, 则 和 迭代 列 xz, = Bx,_1+ 
f(n = 1,2,…) 收敛 到 算 子 方程 x = Bz + f 的 解 z* ,和 且 对 Ye € 
(0,1 一 7(B)), 有 
zm-z’* SC(e)(r(B) + e)" | zo — Bro— /fil 
(C(e) 为 与 es 有 关 的 正 的 常数 ). (2.4.3) 
证 ” 据 定 理 2.3.2 的 证 明 过 程 知 ,对 Ye € (0,1 一 +(B)), 我 们 
可 在 玉 中 构造 等 价 范 数 上 外 z 1 、 ,使 
mle)lzl|<lzrl,.<Me)lzrl (ze€eE). 
(2.4.4) 
及 | Br (rr(B)+e)lzrll, (rE€E). 
(2.4.5) 
从 (2.4.5) 式 得 知 ,方程 (2.4.2) 可 当做 具 压 缩 算 子 的 方程 Ax 
= Bz + 了 ,此 处 A 是 压缩 算 子 ,压缩 系数 是 r(B) +e < 1. 因 此 算 子 
方程 (2.4.2) 存在 惟一 解 z" , 且 和 迭代 列 x, = Bzs-1 + 了 收敛 到 xz *. 
再 由 (2.4.5) 式 与 (2.4.1) 式 可 推出 估算 式 : 


‘| ,<AB) +e)” 
mo Bro- fl.. 


再 由 (2.4.4) 式 知 : 


m(e)l|z -zx lr-z*|、 


(r(B)+ e)™ 
过 Te | zxzo - Bro—- fl、 


LDS a Be FH Me) 


所 以 
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Me) 
上 zs 一 工 ” < T(r(B) +e)"| zo Bro- fl 
= C(e)(r(B)+e)"|zxo—- Bro— fl.# 

如 果 | z; =- z | 委 Cq"( 常 数 C>0,0<g<1)(n= 1,2, 
…), 则 和 迭代 列 zl 叫做 以 具 公 比 为 g 的 几何 级 数 速度 收敛 到 解 
Z .于 是 定理 2.4.1 可 叙述 成 :迭代 列 xz, = Bz,_1+ 以 任意 接近 于 
7(B)(< 1) 为 公 比 的 几何 级 数 的 速度 收敛 到 解 xz”. 

特别 ,车 r(B) = 0, 此 时 线性 算 子 B 称 为 广义 窒 零 算 子 .对 这 类 
算 子 , 估 算式 (2.4.3) 可 写成 

zx -zxz* Cle)el| zo Bro- fl. 

此 时 和 迭代 列 以 任意 小 的 正 数 。 为 公 比 的 几何 级 数 速度 收敛 到 解 z*. 

对 某 些 特殊 的 广义 窒 零 算 子 ,还 能 再 提高 迭代 列 {zx,| 的 收敛 速 
度 ,达到 所 谓 的 阶乘 收敛 速度 . 为 此 我 们 来 考察 非 线 性 Volterra 型 积 
分 方程 : 


z(D) = AD + 证 (es)z(z)ds (4 为 常数 ). 


(2.4.6) 
某 些 数学 物理 问题 和 某 些 变 分 问题 均 可 归结 为 解 这 种 积分 方程 
的 问题 . 近年 来 在 二 阶 椭圆 形 偏 微分 方程 的 研究 中 ,Volterra 积分 方 
程 也 有 应 用 . 
例 2.4.1 设 f(1) 是 区 间 [a,b] 上 的 连续 函数 ,又 设 核 &(z,s) 
当 a 委 纪委 0 时 连续 ,对 常数 1 = 1 时 的 Volterra 积分 算 子 : 


Az(1) = | kG,s) zd + f(1). 
(2.4.7) 
显然 
A:Cra,s] YY Cra,sl]. 
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Bz(t) = [r,s)z(s)ds rE Cra,sl: 
易 知 ,B: Ctra,s] > Cta,s] 且 BB 是 广义 星 零 算 子 , 即 谱 半 径 xr(B) 
=0<1. 
因此 对 连续 函数 f(z), 算 子 方 程 
z= Br+t+f 
有 惟一 解 x” (+) , 且 和 迭代 
zan(t) = | om(o)ds+ f(t) (2.4.8) 


收敛 到 z”(z). 
今 
6,(t) = | zn(t) 一 zx"(z) | ， 
则 
SSM Bls)ds (M= | ma k(t,s) 1). 
现 用 归纳 法 证 明 : 
当 t € [a,b] 时， 
3,(1) < Mn (o£) maxdolt). (2.4.9) 
当 n = 1 时 ,显然 有 : 
01(1) < M(t ~ a) maxdolt). 
设 (2.4.9) 式 对 于 成 立 ,现在 来 推出 对 于 +1,(2.4.9) 式 也 
成 立 .事实 上 : 
SG = zn) = z° (0) 1=1 ks) ~ x* (sds | 
<| | k(t,5) |:| ra(s)—- zx* (s)1ds 


i i 一 n 
<M|s()ds < MM Se) maxdo(s)ds 
+1 t 
= max80(z)| (s — a)"ds 


n! ego 
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n+l 


= M+! ET maxdo(z). 


stsb 


从 而 
zr* 上 i _ maxd(t) < C， Mb-a)” 


n! 
(2.4.10) 

此 处 C = max6o (1) 为 常数 . 

估算 式 (2.4.10) 说 明和 迭代 (2.4.8) 以 比 任 何 几 何 级 数 速度 更 快 
的 阶乘 速度 收敛 到 解 z* . 当 (2.4.10) 式 成 立时 ,收敛 称 做 阶乘 收 
钱 . 

以 后 我 们 还 将 更 进一步 考察 非 线 性 算 子 方 程 Az = z( 此 处 A 
为 非 线 性 算 子 ) 逼近 解 的 收敛 速度 问题 . 此 算 子 方程 可 以 有 不 止 一 
个 解 z” ,对 充分 接近 解 z” 的 初始 元 zo, 再 附加 一 些 条 件 , 迭 代 列 
{zal 可 收敛 到 解 z* ,并且 有 类 似 于 线性 算 子 方程 的 误差 估计 式 
(2.4.3). 


$2.5 ”收缩 算 子 的 不 动 点 


本 节 主 要 讨论 并 非 压缩 算 子 的 所 谓 收缩 算 子 的 不 动 点 问题 .一 
般 来 说 ,收缩 算 子 的 不 动 点 的 存在 性 难以 保证 ,但 如 果 它 存在 不 动 
点 , 则 必定 是 惟一 的 ， 

定义 2.5.1 设 4 是 定义 在 赋 范 线性 空间 已 上 的 一 个 算 子 ,如 
果 

Az-Ayl|l <l|z-yl (zyEEz 天 >y)， 
则 称 A 为 收缩 算 子 . 

要 使 收缩 算 子 存在 不 动 点 , 一 般 要 附加 比较 严格 的 条 件 . 
Edelstein 于 1961 年 提出 了 如 下 著名 的 不 动 点 定理 : 非 空 紧 度 量 空间 
E 到 其 自身 内 任 一 收缩 算 子 A 有 惟一 不 动 点 .其 实 ,从 该 定理 的 证 明 
过 程 可 以 发 现 ,收缩 算 子 A 的 被 映射 集 的 紧 性 条 件 可 以 去 掉 , 只 须 
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保证 算 子 A 的 象 集 为 紧 集 就 可 以 了 ,而 这 一 条 件 的 减弱 , 却 是 比较 
实质 地 改进 了 这 一 定理 . 
定理 2.5.1 设 E 是 一 实 赋 范 线性 空间 ,MM 为 E 中 的 一 个 紧 子 
集 , 若 收缩 算 子 A 映 正 人 M, 则 A 在 E 中 存在 惟一 的 不 动 点 . 
证 “” 易 证 收缩 算 子 A 是 连续 的 . 
事实 上 ,对 任何 收敛 点 列 zx; 一 zo, 由 于 
| Azx, — Azoll < | xz,— zol, 
故 当 n>%, zx 一 zo 上 一 0 时 , 必 有 
| Azx, - Aroll —0. 
表 在 下 的 紧 子 集 M 上 定义 泛 函 : 
p(z)= |z-Arl| (x€EMCE) 
来 证 p(xz) 连续 . 
从 范 数 的 三 角 不 等 式 易 知 : 
lizl| -dyl llz-yl, 
于 是 
| g(xa) — p(xo0) | =| | zx -Az — | xo- Azoll ! 
S| (x — Azx,) — (zxo — Arxo) | 
|r- zol + Ax — Azol, 
因此 , 当 z, 一 zo(n 一 ce) 时 ,有 
zx -zoll —>0, | Ar —- Azoll 一 0， 
从 而 有 
| g(xi) — p(x0) I> 0(n 一 co)， 
故 p(x) 在 M 上 连续 . 
由 于 MCCE 是 紧 集 , 据 定理 1.1.1 知 ,定义 在 M 上 的 实 连 续 泛 
函 p(xz) 可 达 下 确 界 .于 是 3x”E€ M ,使 
pz’*) = ipfp(z). 
可 证 明 zx* 即 是 A 的 不 动 点 . 若 不 然 , 即 Ax* 关 x*, 则 
op(Az) = |Ar"—-A(Ar*)| 
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<|z*-Ar*| = pz )》. 

这 与 p(z”) 为 下 确 界 的 含义 矛盾 , 故 Arz ”= zx“. 

下 证 不 动 点 是 惟一 的 . 

设 y" 是 A 的 男 一 不 动 点 :y "并 *,Ar” = 二 xz",Ay”=y”， 
那么 

rz y= Ar* -Ay < lr 一 站， 

当然 这 是 矛盾 的 ,所 以 zx* = y*. 

因此 收缩 算 子 A 在 E 中 有 惟一 不 动 点 . 

注 1: 定 理 中 AE 为 五 的 紧 子 集 的 条 件 不 能 少 . 

反例 “对 于 空间 已 = [1, + co) , 算 子 
1 


Ar= z+ 一 
有 AE = [2, + %) CE, 以 直线 上 通常 的 距离 来 引信 范 数 , 则 有 : 
14az -ayl =1Ar-Ayl=Iz++-y-+| 


加 y 
=11- 训 zyl<lz-y 
= lz=-yl (rz,y€ E, 有 8 x y), 
故 A 是 收缩 算 子 , 但 A 在 E 中 没有 不 动 点 . 因为 若 A 在 E 中 有 不 动 
点 xz , 则 Ar = 六 + 十 = xz 可 得 二 = 0, 与 x 为 E 中 的 一 个 数 
矛盾 .出 现 这 种 情况 的 原因 就 是 由 于 A 的 象 集 AE = [2, + ee) 不 是 
中 的 紧 集 . 
注 2: 满 足 定理 条 件 的 收缩 算 子 未 必 是 压缩 算 子 . 
反例 ” 取 EE = [0,1], 算 子 取 为 
2 


4z = 工 - 河 ， 


则 AE = [0, 广 ] CE, 且 


2 2 
一 一 一 之 _ 也 
| Az - Ay|| iz 7 y+ | 
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=11- 开 7 zyI<Iz-y1 

= rz-yl (zyE 瑟 ,zz 天 y)， 
故 A 是 收缩 算 子 .又 AE = [0, 少 ] 是 R1 中 的 有 界 闭 集 ,从 而 是 紧 
集 , 因 此 A 满足 定理 的 条 件 , 故 A 在 E 中 有 惟一 不 动 点 zx = 0. 但 A 


并 非 压 缩 算 子 , 即 对 无 论 怎样 的 < € (0,1), 都 可 相应 地 取 点 x = 0， 
y= 二 1-a, 使 


1Ar-Ayl=11- 3Y1r-y| 
= (1- +52) .zy 
1+a 
= 7 Ix >| 


> 2 2 |r y 1 
=a|zx—-yl. 
所 以 A 不 是 压缩 算 子 . 
利用 定理 2.5.1 可 以 很 简便 地 证 明 下 述 定理 : 
定理 2.5.2 设 下 是 维 欧 几 里 得 空间 R" 中 的 有 界 闭 集 ,A 是 
下 到 自身 中 的 收缩 算 子 , 则 A 在 下 中 存在 惟一 不 动 点 . 
证 ”因为 F 是 R" 中 的 有 界 闭 集 ,从 而 是 紧 集 且 显 然 是 非 空 的 ， 
又 收缩 算 子 A :下 -> 下 , 据 定理 2.5.1 即 知 A 在 下 中 存在 惟一 的 不 动 
点 ， 间 


$2.6 ”一致 压 缩 算 子 与 隐 函 数 定理 


最 后 ,我 们 来 介绍 一 致 压缩 算 子 的 概念 及 有 关 的 性 质 , 并 指出 它 
在 隐 范 数 定理 中 的 应 用 . 
定义 2.6.1 设 巨 ,下 均 为 Banach 空间 , 闭 球 工 = izl 上 zx- 
zo 过 BlCE, 闭 球 5= {zl 上 z-xzol 三 al CF,A(zr,z) 是 
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依赖 于 参 变量 > € 5S 定义 在 空间 E 中 的 算 子 , 若 对 所 有 的 = ES ,有 
| A(z,z) -Al(y,z)| olz-yl 

(rz,y € TT) 

其 中 0<g<1,c 与 zx 无 关 , 则 称 A(z,z) 是 已 上 的 一 致 压缩 算 子 . 

从 定义 可 知 , 对 任意 固定 的 zxo E 5S, 车 A(z,z) 是 一 致 压缩 算 
子 , 且 A(z,z0o):T 一 本 , 则 A(zx,zo) 必 为 TT 上 的 压缩 算 子 ,由 

Banach 压缩 映 象 原理 知 , 算 子 方程 x = 4(z,zo) 在 工 中 有 惟一 解 
zx = zxta, 亦 即 3z。 = zx(z) € 了 ,使 得 :z= A(x ,zo0). 


定义 2.6.2 ”车 由 = > zo(n -> co) 可 推出 zx(z,) - 
zx(zo0) 上 Eg 一 0(n 一 00), 则 称 zx(z) 是 强 连 续 的 . 
定义 2.6.3 ” 称 定 义 在 S 上 , 取 值 于 工 中 的 函数 z (z) 是 有 界 
的 ,是 指 对 Y z €E S,3 常数 c>>0, 使 上 zxz(z)lE 志 cc. 
下 面 我 们 来 讨论 一 致 压缩 算 子 方程 解 的 连续 性 .为 此 有 : 
定理 2.6.1 设 对 每 一 固定 的 x € 工 ,一 致 压缩 算 子 A(z,z) 
关于 = 是 连续 的 , 则 算 子 方程 zx = A(z,z) 的 解 。、(z) 也 是 关于 > 
连续 的 . 
证 ”因为 z*(z) 是 算 子 方程 z = 4A(z,z) 的 解 , 且 A(z,z) 是 
一 致 压缩 算 子 ,所 以 
| ze (z)— xz. (zo0) | 
= | A(z (z),z) — A(z (z0), zo) | 
AC (2z),z) — A(zy (zo),z)) + A(xr, (z0),2) 
— A(z, (zo),z0) | 
qlz (z) -x (zo + ACry (2z0),z)— ACz (z0),z0) | . 
因此 
| zx (z)— xz. (zo)l 


STEolAG. (z0),2) — Az (z0),20)1. 


因为 算 子 4A(z,z) 关于 zz 是 连续 的 ,所 以 当 z 一 zo(n 一 %) 
时 ， 
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| ACz，(zo),z) — A(z, (z0),z0) || —> 0(n 一 co)， 
从 而 
fz (2) ~ x (z0) | > 0(n 一 co)， 
即 x 、(z) 关于 z 是 连续 的 . 井 
再 进一步 来 考察 一 致 压缩 算 子 方程 解 的 强 连 续 性 , 则 有 : 
定理 2.6.2 ”车 一 致 压缩 算 子 A(z,z) 满足 如 下 条 件 : 当 z， 


-0, 且 ‖ x, (z) -zo (z) le>0 时 ,有 A(x,z,) -A(zo, 
zo0) ez 一 0, 则 解 x .(z) 是 强 连续 的 . 
证 取 昌 = {zx(z)1xz€5,z(z)€T 了 ,县 x(z) 有 界 }, 并 定 
义 其 元 素 间 的 运算 为 线性 运算 . 现 引 入 范 数 : 
由 zl am = sup | zx(z) Ee, 
于 是 在 此 范 数 意义 下 ,所 为 Banach 空间 ,又 设 Q 是 互 中 全 体 有 界 强 
连续 函数 之 集 .显然 Q 非 空 , 且 在 范 数 外 . 外 > 意义 下 ,Q 是 互 中 的 
闭 集 . 
事实 上 , 设 |z (z)} CCQ, 有 x (z) - rol(z) ly 0(n—> 
co) ,由 zx(z) 的 有 界 性 可 推 知 zo(z) 也 有 界 .其 实 ,对 s = 1, 存 在 正 
整数 N ,使 
| zo(z) - xn(z)llny<e=1. 
于 是 
| zo(z) lag || zn(z) | y+1, 
故 zo(<) 有 界 . 


又 由 题 设 =, 一 >zo(n -> co) , 故 有 ， 
| zo(z) ~ zol(zo) | 
委 |‖zo(z) — calzn) det | ra(z) ~ zm(z0) 
+ | zx,(z0) — xo(z0) | Ee. 
由 于 
| zw(z) ~ zol(z) rz 一 0Cm 一 co)， 
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故 对 Ye > 0,3M > 0, 当 mm 之 MM 时 ,对 任 一 z € S, 有 
| zw(z=) - zo(z) bn < 与， 

从 而 更 有 
| zw(z) — zo(z) le < 了 ， 

于 是 


| To( zn) 一 Tm( Zn) 外 五 < 序 ， | Zn (20) 一 Z0(z0) | FE < 序 : 


对 于 这 个 s 及 m, 由 于 zx,,(z) 强 连续 , 故 3N > 0, 当 n 之 NN 时 ， 
| zx (27) — xmlz0) le < 3. 
综 上 所 述 , 对 Ye > 0,3N > 0, 当 nn 之 NN 时 ,选取 适当 的 mx, 可 得 
到 : 
| zo(zn) — zo(zo0) || E < e， 
故 zo(z) 强 连续 ,从 而 zo(z) € 0, 克 0 是 闭 集 . 
考察 A:Az(z) = A(z(z),z), 据 题 设 , 当 z(z) 为 强 连续 时 ， 
Az(z) 也 强 连续 , 故 A 映 QQ 和信 0, 即 A:Q 一 0. 
因为 
| Azi(z) ~ Azs(z) | 
= supl A(xi(z),z) — A(z2(z),z) | z 
委 9 "seg | zi(z) — za(z) le 
= gllzi(z) — za(z) lp, 
其 中 0 < gq <1, 故 A 为 AQ 上 的 压缩 算 子 ,又 因为 人 9 是 Banach 空间 
H 中 的 有 界 闭 集 , 从 而 完备 , 据 压 缩 映 象 原理 知 ,A 在 Q 中 有 惟一 不 
动 点 zx(z), 即 zv(z)=A(zv(z),z)EDn. 因 此 zx(z) 是 强 连续 
的 . 井 
类 似 可 证 得 如 下 命题 : 
命题 1: 若 一 致 压缩 算 子 A(x,z) 是 两 变 元 弱 连 续 的 ( 即 由 z， 
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> z0, zx -要 - z0, 可 推 得 A(z,mm) -> A(zo,zo)), 则 方程 z = 
A(z,z) 的 解 x ;,(z) 也 是 弱 连 续 的 . 
命题 2: 若 一 致 压缩 算 子 A(z,z) 有 如 下 性 质 : 当 || z, 一 zoll 一 


0,z >zo 时 ,有 A(z ,zo) > A(zo,zo), 则 解 z,(z) 是 弱 连 续 


的 , 即 由 | z, - zo | 0 可 推出 (zs) 一 > 工 ,(z0). 

作为 一 致 压缩 算 子 的 应 用 ,我们 来 证 明 Banach 空间 中 的 局 部 隐 
函数 定理 . 

设 El,E2, EE; 是 Banach 空 间 ,Q 是 乘积 空间 El x Es 中 某 开 集 . 
设 下 ;人 一 FE;, 考 察 方程 : 

F(x,z) = 0. (2.6.1) 
设 (zo,zo) E0, 使 下 (zo,zo) = 0. 

在 什么 条 件 下 ,在 初 值 (zo, zo) 附近 ,由 方程 F(z,z) = 0 可 惟 
一 确定 z 为 z 的 算 子 z = x，(z), 即 在 什么 条 件 下 , 当 xz 在 zo 附近 
时 ,方程 F(z,z) = 0 在 zo 附近 具有 惟一 的 解 . 

定理 2.6.3 (局 部 隐 范 数 定理 ) 设 算 子 F(z,z) 满足 : 

(1)F(zo,z0) = 0, 且 F(z,z) 在 点 (xo,zo) 的 某 邻 域内 关于 
工 , 之 两 变 元 连续 ; 

(2) 它 对 z 的 偏 导 算 子 (Fréchet 导 算 子 )F',(zx,z) 存在 ,并 且 
F(x,z) 在 点 (xo, zo) 处 依 算 子 范 数 连续 ; 

(3) 线性 算 子 F(xz0,z0):E2 一 EE3 具 有 连续 的 逆 . 则 jx > 0， 
rz >0, 使 当 上 zzol <r 时 ,方程 F(x,z)=0 在 1x--zxoll < 
r 内 具有 惟一 解 z = z*(z), 且 zo = zx*(zo),zx(z) 在 球 | z 一 
zo 上 < r 内 连续 . 

证 ”由 (3) 线性 算 子 F(zxo,z0o) 有 连续 的 道 , 故 [Fz(zo， 
zo)]-! 有 界 , 从 而 3 M > 0, 使 得 [F(zo,zo)]! 上 | 才 M ,不 妨 取 
[F(zxo,z0)] tl = M. 

又 由 (2)F, (xz,z) 在 点 (zo0,zo) 的 某 邻 域内 连续 , 故 35 >>0,r 
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> 0, 使 当 ‖z - zol 和 ,|z- zol 近 二 
| F(z,z) ~ F(zo,z0) | < 5 3 (2.6.2) 
又 由 F(zo,z) 的 连续 性 知 , 30 < > 委 9, 使 当 ‖ zx - zo‖ <r 时， 
恒 有 : 
| F(zo,z)) = | F(zxo,z)—01 
| F(zo,z) — F(xo, zo0) | 


人 


< 7 (2.6.3) 
设 = 满足 ‖ = - zo <7, 并 把 xz 固定 , 令 
A(zr,z) = xz- [F(zo,z0)] F(x,z), 
于 是 方程 F(z,z) = 0 的 解 x 等 价 于 A 在 E, 中 的 不 动 点 . 故 只 需 证 
明 A 在 球 xz-- zol < r 中 具有 惟一 不 动 点 . 
由 (2.6.2) 式 可 知 , 当 上 zx--xol 志 t+ 时 ,有 


| A. Cz,z)) = | IT- [F(xo,z0)] Fe) 
委 |‖ [LRCzozo)] tl :| F(zo,zo0) — F(z,z)| 
1 1 
<M. 23M = 2 


于 是 ,由 定理 2.2.1 知 , 当 | 上 zx-zol 志 7r,; 上 ly--xol 志 +t 时 , 恒 有 : 
| A(z,z)— A(y,z)|| < | A, (z+0(y— zx),z)(zr — yy)| 
A (r+O(y—zx),z))| .zr-yl 


< 去 Hz-yl (其 中 0<9< 


故 A 是 一 致 压缩 算 子 ,此 时 0 < 9 = 立 < | 


又 当 ‖z -zell 委 = 时 ,有 
| A(xz,z)— zoll 
A(zr,z) -A(zo,z)f + TAC(zo,z) — zoll 
= [A(z,z)— A(zo,z) | + LF.(zxo,z0)]* F(zxo,z) 1 


< 二 | z - zol +M*.AM% Sr 
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故 A 将 闭 球 xz - zol 过 t+ 映 信 开 球 上 ez 一 zo 上 | < r( 对 任意 固定 
的 z), 据 压缩 映 象 原理 知 ,一 致 压缩 算 子 A 在 上 x~zxoll 委 r 中 具 
有 惟一 的 不 动 点 x = zx*(z), 且 此 不 动 点 在 开 球 上 zx 一 zoll < 
中 ， 

由 于 F(z,z) 在 点 (zo,zo) 的 某 邻 域内 关于 z,z 两 变 元 连续 ， 
故 一 致 压 缩 算 子 4(z,z) = 工 一 [F(zo,z0)] 1!* F(z,z) 也 是 关 
于 zx,z 两 变 元 连续 的 , 据 定理 2.6.1 即 知 惟一 的 解 z ,(z) 在 球 ‖ z 
一 zo 上 < r 内 连续 # 
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第 三 章 半 序 Banach 空间 


许多 实际 学 科 中 引出 的 问题 ,如 一 些 具体 的 微分 方程 和 积分 方 
程 往 往 只 有 非 负 解 或 正解 才 有 物理 意义 . 因此 寻求 算 子 方程 的 非 负 
解 或 正解 问题 的 讨论 十 分 必要 . 算 子 方程 的 非 负 解 是 由 Banach 空间 
的 半 序 “<<” 来 描述 的 ,为 此 必须 在 Banach 空间 EE 中 加 进 序 结构 . 
而 空间 的 序 结构 通常 用 正 锥 来 描述 ,好 在 Banach 空间 EE 上 引入 正 锥 
P, 用 锥 PP 引入 半 序 , 算 子 A 限制 在 锥 P 上 研究 ,就 可 以 利用 锥 P 和 
半 序 来 讨论 算 子 ,如 增 算 子 .四 凸 算 子 等 等 ,从 而 得 出 许多 不 动 点 定 
理 . 

本 章 先 来 讨论 锥 与 半 序 的 一 般 理 论 . 


§ 3.1 锥 与 半 序 


定义 3.1.1 设 已 是 实 Banach 空 间 ,P 是 瑟 中 的 闭 四 子 集 ,如 果 
它 满足 : 

(1) 包含 过 点 工 的 射线 :车 x EP,4 实 0, 则 4x 
€P; 

(2) 不 含 对 称 点 : 若 z E P,xE€EP, 则 xz = 
90(9 表示 玉 中 的 零 元 素 ). 
则 称 P 是 E 中 的 闭 难 (或 正 锥 ). 

用 己 " 表 书 的 内 点 集 , 若 己 关 乡 , 则 称 己 是 一 
个 体 锥 . 

定义 3.1.2 设 X 是 一 个 集合 ,车 X 中 某 些 元 素 对 之 间 可 以 建 
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立 一 种 关系 , 记 为 “<” ,满足 : 
(1)z 过 xz( 自 反 性 ); 
(2)z 委 yy 委 zz 二 z( 传 递 性 ); 
(3)z 委 >,y 委 2z>2 = y( 等 价 性 ). 
则 称 X 为 半 序 集 ,或 称 X 为 半 序 空间 . 
注 : 这 里 不 要 求全 体 元 素 对 都 满足 上 述 关系 ,否则 称 为 全 序 集 . 
我 们 不 讨论 一 般 的 半 序 集 , 而 是 要 讨论 有 序 Banach 空间 , 即 EE 
妍 是 Banach 空间 ,又 是 半 序 集 . 为 此 有 : 
定义 3.1.3 ”给 定 Banach 空间 已 中 一 个 锥 乙 后 , 则 可 规定 瓦 中 
部 分 元 素 之 间 的 半 序 关系 如 下 : 
rz 革 y(z,y EE) 是 指 y-x€P. 
此 时 称 玉 是 由 锥 P 产生 的 半 序 Banach 空间 . 
若 z 委 yz 天 y 则 记 z<y 若 y>-zEP( 即 已 是 体 锥 ), 则 
记 工 < y. 
如 此 引入 的 序 关系 与 线性 关系 相 适 应 (线性 序 ) ,又 与 极限 关系 
相 适 应 (连续 序 ) , 即 有 : 
定理 3.1.1 设 已 是 实 Banach 空 间 , 忆 是 玉 中 的 闭 锥 , 则 由 锥 忆 
引入 的 半 序 关系 zx 三 yy 一 zx EP 满足 : 
(1)EE 是 半 序 集 , 即 
TT 工 ;} 
XAYy,YE ZIEZ; 
XY YSZTFT = y， 
(2) 线性 序 , 即 
QUu,yR vrT+tyRUutv; 
全 y,A 宇 0=>Axr 委 17. 
(3) 连续 序 , 即 
Tn yy 出 rt. 
反之 ,如 果 Banach 空间 中 又 赋予 了 线性 连续 半 序 , 令 P= {zlz 
宇 9,x € EI, 则 P 是 E 中 的 闭 锥 . 
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证 “只 证 (3) ,其 他 容易 验证 . 

其 实 由 zc 和 y(n = 1,2,…) 知 yy 一 xz, EP, 由 于 PP 为 闭 集 ， 
故 lim(y, -za)EP, 即 y>- 工 GEP, 从 而 z 委 > # 

这 样 , 闭 锥 与 半 序 是 互相 对 应 的 ,所 以 为 了 方便 ,我 们 有 时 利用 
闭 锥 ,有 时 利用 半 序 来 考虑 问题 . 

例 3.1.1 在 连续 函数 空间 Ct,s] 中 , 令 

= {lz | x(t)0,Vt Ela,bl,r € Ciao!, 

则 PP 是 Cr,s] 中 的 闭 锥 . 


$3.2 ”空间 E, 与 wo - 范 数 


本 节 总 设 为 具 锥 也 的 Banach 空间 . 
定理 3.2.1 设 定点 0 和 关 zxoEPR( 即 zxo>6),zoE 下 , 则 如 下 
形式 的 点 集 z = tuo - zo(- co < <+ co) 必定 不 全 属于 锥 P. 
证 ”车 不 然 , 设 VtE(- co,+eco), 有 
r=tu- rxoE€P. 


当 上 = 0 时 ,因为 zo € EE， 


此 时 
T= tug— Xo =— xo, 
未 必 属 于 P; 
当 z 关 0 时 ,因为 
r=tuw— zo=Iltl'sgt.u— zo= it (signt * uo — 0 ), 


] z| 


由 锥 的 条 件 (1) 知 ,对 = 全 > 0, 有 


__ 1 ,pi 0] __Xo 
Ar = Tt t | (signt uo T2717] = 7 


于 是 让 上 一 + ce ,得 soE 也 ,又 让 上 一 - co 得 - xoE 三 ， 
由 锥 的 条 件 (2) 知 ， 


EP, 


Signt 。 uo 
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uo = 0， 
与 假设 uo 天 0 矛盾 . 
故 点 集 z = tuo - zo(- co 人 上 <+ %) 不 全 在 锥 PP 中 . 井 
定理 3.2.2 设 9 关 uo € P,x € FE, 若 有 实数 to, 使 得 xz 声 
touo; 则 必 有 一 个 最 小 的 实数 1 ,使 得 x 去 tiwuo; 又 车 工 之 -touo, 则 
必 有 最 小 的 实数 to, 使 得 z 学 - t2uo. 
证 ”首先 ,由 定理 3.2.1 知 ,点 集 tuo - z 不 会 对 全 体 实 数 : 都 
有 
tx0 一 工区 三 . 
其 次 ,车 有 之 二 touo,; 即 
touo “rzE€P, 
则 对 任何 实数 > > io, 均 有 z 委 mo, 即 
rt0 一 工 所 了 卫 . 
因此 , 几 使 zx 声 tuo 成 立 的 1 的 集合 必定 下 方 界 ,从 而 有 下 确 界 , 记 
为 t1, 于 是 可 在 该 集合 内 选 出 点 列 iz, 一 tt1, 因 i 属于 该 集合 , 故 对 每 
个 ,有 


Zz A tuo, 
对 该 式 两 边 取 极 限 , 由 连续 序 的 性 质 得 x < t1wo. 
又 若 
工 之 -to0z0， 
则 


一 工科 touo, 
因为 玉 为 Banach 空间 ,所 以 
—zxEE. 
由 上 述 证 明知 ,存在 最 小 的 实数 22 ,使 
一 工 委 12zo0， 
从 而 
工 守 -tuo. 并 
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定义 3.2.1 设 忆 是 Banach 空 间 瓦 中 的 某 锥 , 设 xo E P,xo 尖 
9( 即 wo > 0), 令 E, = |zx1x EE, 且 存在 1,ty 之 0, 使 -tiwo 志 
工 世 t2uo}. 
显然 E, 天 ,因为 总 有 0 € EE, 

对 EE 定义 中 的 一 tiwo 态 工 太 touo, 据 定理 3.2.2 知 , 必 有 数 集 
{ti} 的 下 确 界 , 记 为 a(z), 及 数 集 1z21 的 下 确 界 , 记 为 8B(z) ,使 满足 
不 等 式 : 

~- a(xz)uo rE P(r)uo (3.2.1) 

易 知 ,E,， 为 线性 空间 . 

事实 上 ,由 定理 3.1.1(2) 知 ,车 x € EE ,对 任 一 数 4, 可 推出 Az 
€ EE ,由 rz,y EE. 可 推 知 ,z + y € E,. 

若 在 E。 中 引入 范 数 , 则 E。 即 成 赋 范 线性 空间 . 

定义 3.2.2 设 zE€ EE, 令 

lzl, = maxla(z),B(z)}, 
则 称 | z1 .为 z 的 vso- 范 数 . 
下 面 来 验证 wo - 范 数 上 ，|| 。 确 实 是 范 数 . 
(D) 非 负 性 : || z | 。 > 0, 显 然 .又 
zz uo 二 maxla(z),8(z) = 0Ga(r) = B(xr) = 09z = 0; 

(2) 正 齐 性 :x € Es。 六 一 a(x)uo 所 所 B(r)uo 

故 有 : 
一 | zl woz lr, .uo. (3.2.2) 
又 由 Xx € E。 知 : 
— [aril :war larl, uo. (3.2.3) 
以 2 乘 (3.2.2) 式 得 
-zl :uae | zl, uo- 
又 因为 
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-ahMz)xo 委 zz 二 8(Oz)zo， 


所 以 
BOAr)<Alzrl|,, alar)<aAlzl,, 
故 
laz lo s<alzl (3.2.4) 
外 设 1 >0, 则 由 (3.2.3) 式 得 
zh, a ll, 
一 ”MU0 委 工 委 。 uo. 


A 
因为 xz € EE ,所 以 

~ a(z)uo rp(r)w, 
故 


Iazl ,ar 
py CTO A 3 


8(z) < 
因此 


| az | , 
| zi, < x 
结合 (3.2.4) 式 与 (3.2.5) 式 得 
| az = 2 zl,. 
包 当 < 0 时 ,类 似 可 证 得 | az =141 4zl,. 
当 = 0 时 ,结论 显然 成 立 . 
(3) 三 角 不 等 式 : 设 z,y € E, , 则 有 
-a(z)uo zr QP(r)uo, 
~ a(z)uo Ey BP(y)uo. 


(3.2.5) 


由 定理 3.1.1(2) 知 : 
- [a(z)+ta(y)Juo < r+y 人 [P(r) + Bly)Juo, 
(3.2.6) 
因此 对 z+yE€E 下 .有 
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az+y),6z+y) 之 0， 
使 
—a(z+ yuort+y 人 Rp(r + y)uo. (3.2.7) 
比较 (3.2.6) 与 (3.2.7) 式 得 
a(z+y) Ra(r) +a(y), 
B(x + »y)B(zr) + Bly), 
从 而 z+ yl = maxla(z + y),B(z + y)| 
魏 maxjla(z) + a(y), P(r) + PCy)| 
Smxtlzls + ylle, lzl,s + yl 
= |zl, + lyll,. # 
据 wo - 范 数 的 定义 , 若 x E EE , 则 必 有 : 
-zl :wre zl + wo. (3.2.8) 
这 个 式 子 经 常会 被 用 到 . 
关于 E 空间 的 几 个 注 记 . 
注 1: 若 jao,po > 0, 使 得 gouo 志 vo 二 pouo, 其 中 0,vo EP， 
且 wo,wvo 关 0, 则 上 一 下 ，, 且 uo 一 范 数 等 价 于 Z0 一 范 数 , 即 
| 
证 VY xz EE , 则 据 E, 的 定义 知 , 必 有 下 确 界 a(z),B(x) > 
0, 使 
-a(z)uo rE BP(r)uo, 
且 
az) 委 | 外 zl wu Blz)E zi a0* 


又 由 aoxo 委 zz 委 povo, 知 wuo 苹 二 wo, 于 是 得 


yr vO. (3.2.9) 
CQ0 


可 见 ,z € EE, ,从 而 
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关于 vo, 此 时 还 有 : . 
-a’(r)vo rp (r). vo (3.2.10) 
(其 中 下 确 界 a* (x),B*(x) > 0). 
比较 (3.2.9) 式 与 (3.2.10) 式 得 


fz, 

B* (rz) < HL, 
uo Qo 
(z) -1 zl1。 

oz) SE 苹 一 一 一 ， 
C0 C0 


从 而 有 
| zl, 
| zl < 

即 

aol zl < zl,. 
另 一 方面 , Yz 和 三, 则 有 

-a (rz)vo rp (zr)v, 
且 
8 (xz) | rl, ,a’(r)< | zl 


作 与 前 面 类 似 的 推导 可 得 
Ea, SER 有 lzl, <plzl,, 


所 以 有 
E, = E,, 
且 
cllzlss lzlss<peolzl。， 
即 


| 


注 2:;E。 空间 中 的 范 数 wo - 范 数 具 有 拟 单调 性 : 即 车 x,y E 
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Es, 且 1y1 志 工 , 则 
yl, a lzl,. 
证 因为 x € E, ,由 (3.2.8) 式 得 
一 上 zl， ao 委 z 扫 | z | * wo, 
再 由 1y1| 寺 zxz, 即 -zx 过 y 安 zz 得 
一 上 zs uo 二 yy | xz | + wo, 
从 而 
| yl, < |xzll,. 间 
注 3: 空 间 E。 未 必 完 备 . 
事实 上 , 取 EE = Cro,1)] 为 [0,1] 上 连续 函数 的 全 体 . 取 锥 P= {zx 
1zE Cro]; 且 z(t) 之 0| 为 非 负 连续 函数 全 体 . 又 取 wo(t) 二 1， 
t € [0,1], 显 然 wo € P. 
来 验证 这 里 的 E。 即 是 [0,1] 上 有 上 、 下 界 的 连续 函数 的 集合 ， 
且 此 时 的 wo - 范 数 与 Cro,1] 中 通常 范 数 ‖ zx = Max | z(t)1 相 
同 . 


设 工 € E, , 则 
中 z € FE= Cro0, 即 z(t) 是 连续 函数 . 
@ 存在 ,8 > 0, 使 


-a(zr)uo rR P(r)uo. (3.2.11) 
此 时 的 序 关系 x 二 yy 等 价 于 逐 点 有 z(t) 二 y(t) (zt € 10,1])， 
故 (3.2.11) 式 可 写成 : 
-a +t€ {0,1], 
即 z(z) 是 [0,1] 上 的 有 上 、 下 界 的 函数 . 
反之 , 若 z(z) 是 [0,1] 上 的 有 上 、 下 界 的 连续 函数 , 则 有 实数 M 
之 m ,使 得 
mm 之 z(t) 和 AM (z 和 [0,11). 
取 M” = maxll M 1,1m 1, 则 
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-AM 委 z(t 委 MGE [0,1]). 
等 价 地 有 : 
AM .urzERM” .wo, 
因此 rt E,. 
又 若 zE E, , 则 存在 a(x),B8(z) > 0, 使 
-aktz) wo rR B(r) uo, 
等 价 地 有 : 
-az) 委 工 世 和 魏 pz) (t+ € [0,1]). 
据 wo - 范 数 的 定义 知 : 
B(x) = oa (2), a(x) = Min z(t), 
故 
zl 
可 见 , 此 时 E 中 的 wo - 范 数 即 是 Cro,1] 中 的 通常 范 数 . 
把 E。 作为 Cro.1] 中 的 子 空间 ,显然 它 在 Cro, 中 不 是 闭 集 , 故 
E, 在 wo - 范 数 意义 下 不 完备 . 


有 时 ,为 了 讨论 问题 方便 起 见 , 也 经 常 分 别 将 E。 和 zx 中 。 取 


= maxla(z),B(zx)| = ma | z(t)1= | xz. 


为 
E, = {zi1xz EE, 且 存在 A >>0, 使 -huo 声 xz 志 Xuol， 


zl “= inf{X414>0,- hu Auol). 


$3.3 ”正规 锥 .正则 锥 与 完全 正则 锥 


定义 3.3.1 设 EE 为 具 锥 P 的 Banach 空间 ( 即 (E, 声 ) 是 半 序 
Banach 空间 ) ,u,v EE,w 世 vv, 称 子 集 {XEElu 芝 xz 世 vj 为 EE 
的 一 个 序 区 间 , 记 为 (u,v). 

车 EE 的 子 集 DD 包含 在 某 个 序 区 间 之 中 , 则 称 点 集 DD 为 序 有 界 . 

注 1: 序 有 界 与 依 范 数 有 界 是 两 个 不 同 的 概念 . 
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例 3.3.1 取 E = Ch,i 为 连续 可 微 函 数 空间 , 范 数 


zl = Tax | z(t) 1+ roax | Z (t) 1， 
则 按 非 负 函数 锥 
P= {zrz€ Clol z(t) 0), 
函数 列 zx, (+t) = z" 是 序 有 界 集 . 这 是 因为 0 之 z(t) 声 1, 从 而 x, € 


(9,e),(e 宇 elz) = 1), 但 


| zx = max | fF 1+ max | nit”!l|=1+n— oo， 
Otel 0 委 : 委 1 
故 {z| 依 范 数 无 界 . 


例 3.3.2 取 EE= Co 为 以 0 为 极限 的 序列 z = |&1, 2,…,é&,， 
… 汪 的 全 体 按 范 数 ez 上 = max | § 1 和 非 负 坐标 锥 构成 的 有 序 


Banach 空间 , 则 zw = |1,1,…,1,0,0,…| 是 依 范 有 界 集 , | zy || 二 
1, 但 不 存在 v € Co, 使 z, 委 v 即 |z 不 是 序 有 界 的 . 

注 2: 序 区 间 《x ,wv) 是 闭 凸 集 . 

由 定理 3.1.1(3) 连续 序 容易 推 知 它 是 闭 集 . 

又 设 xo,yo EE (u,v), 对 YAE[0,1] 有 

Au Azo SC Avo 
及 
(1 -Au (1 -A)yR( -A)v, 
所 以 
uArot (1 -A)yo Rv. 
故 连接 点 ze 与 yo 的 线段 在 序 区 间 (x ,zz) 中 ,因此 (xu 为 出 集 , 从 
而 序 区 间 《w ,vv) 为 闭 凸 集 . 

注 3: 序 区 间 (x ,wv) 可 能 依 范 无 界 . 

由 例 3.3.1 知 , 序 区 间 《40,e》 即 是 依 范 无 界 的 . 

由 此 可 见 , 序 区 间 《w ,v) 与 数学 分 析 中 的 区 间 [a ,2] 之 间 的 差 
别 是 较 大 的 .上 述 例子 也 说 明 ,在 一 般 的 半 序 Banach 空间 中 , 序 与 范 
数 之 间 的 联系 太 少 了 .为 保证 序 区 间 (w ,wv) 依 范 有 界 , 我 们 将 引进 
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半 序 空间 的 重要 概念 一 一 正规 锥 . 

定义 3.3.2” 具 锥 忆 的 Banach 空间 互 中 的 点 列 {z} 称 做 是 序 
单调 的 ,是 指 ， 

Xi 和 和 XI 

又 若 3 y EEE, 使 xz, 二 y(n = 1,2,…), 则 称 点 列 {z,1 是 序 有 
界 的 . 

定义 3.3.3” 设 P 为 Banach 空间 E 中 的 闭 锥 ,我 们 称 P 为 : 

正规 锥 ,是 指 巨 中 任 一 序 区 间 均 依 范 数 有 界 ; 

正则 锥 ,是 指 三 中 任 一 序 单调 且 序 有 界 的 点 列 均 依 范 数 收敛 ; 

完全 正则 锥 ,是 指 巨 中 任 一 序 单调 且 依 范 数 有 界 的 点 列 均 依 范 
数 收敛 . 

定理 3.3.1 设 忆 是 Banach 空 间 互 中 的 闭 锥 , 则 下 述 条 件 互相 
等 价 : 

1°P 是 正规 锥 ; 

2.38>0,Yzx,yEP, 当 zl = 上 iyll = 1 时 , 恒 有 

[z+yl 6; 
3 对 0 隆 uo EP 及 Yzx EE ,3 常数 M >0, 合 
lz MIzl, :lwol; 


4 了 常数 NN >0, 使 当 20 委 过 委 ?时 , 恒 有 
lzl<Nlyl; 

5 设 志 志和 有 zx>r a 则 yx". 

注 :2" 即 是 krein 正规 锥 的 定义 ,其 直 
觉 意义 可 理解 为 锥 P 中 两 向 量 的 夹 角 不 
能 任意 地 接近 x ,从 而 锥 P 的 张 角 也 小 于 
x. 如 图 所 示 . 

3" 给 出 了 空间 范 数目 . = 中. 
与 wo - 范 数 ‖ ，| 。 之 间 的 关系 - 

4" 的 意思 是 : 范 数 是 半 单 调 的 泛 函 ,特别 , 当 M = 1 时 , 范 数 是 
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单调 泛 函 . 
5° 即 是 通常 求 极 限 的 两 边 夹 法 则 . 
证 ”工人 2 : 若 结论 不 成 立 , 任 取 


8 = 273>0,3z,% EP, 


且 
zll = yl = 1, 
但 
zat yal < (n = 1,2，…)， 
故 


2 yl <, 
n 
由 于 p -级 数 》) -5 收敛, 据 正 项 级 数 的 比较 判别 法 知 
Dlz,t yl 
收敛 ,由 空间 E 的 完备 性 知 ,级 数 


Pn, + yn) 
绝对 收 钱 于 玉 中 某 元 wo. 既然 Znyyn EP, 
据 P 的 正 齐 性 和 闭 上 屿 性 得 uo € P, 写 
Uo 二 Sp + YE) + nz tt ya) 十 > k(xe t+ ye). 
二 k=1 Pap 


3 


J h(a + ye) 十 2 Cx + %)ED, 


站 


故 
uo—n(rz+»y)EP. 
即 


uo 之 zz + yr) > nr, > 9, 


所 以 
LA € 《0， uo), 


即 点 列 | nz,| 是 序 有 界 集 ,但 


| mz, | = nn™ 0, 


故 1nz,| 依 范 无 界 ,与 1 中 正规 锥 定义 矛盾 . 


2 =>3° :用 反 证 法 . 
设 常 数 M > 0 不 存在 ,县 有 


OF un EE Pr EE, (n = 1,2,…), 


zl >alz l,l 


zl ~ andrll, 


由 xz, € E, , 据 (3.2.2) 式 有 : 


Un | ， 


za 用- 


一 | 1。 Sz 委 | zw 让。 azn、 


结合 上 两 式 有 : 
Un 下 
-A TET A (= 12， 
UW, 
所 以 + 之 0， 
Tz afl 
uu 
0， 
Tz +alul 2 
于 是 
A Ld Un 
一 一 十 9 
gr Tz aw SF 
A Tn Un 
hm Trl ta eP: 
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从 而 


TeTE<P， TAT TEP 
且 
户 ， 加 
| Te =1， | | | = 1,， 
由 2” 有 : 
h 
8 | ,., 3， 
| jg 十 Ta i 外 宇 § (x 1,2,…)， (3.3.1) 
Tn Un 
又 | gn = | Tz, | + [i | | 
Tn Wn — 1 
>1 TaT!l- lamaTl! = 工地， 
Tn Un 
| h, | | Ta. [i 十 元 ze 1 | 
所 以 
2 
lal -hl 二 人. 
由 于 
2 
Br + hn = 
所 以 
gn h, 
Tg + Ta,l 
2un h, 
TeT TT 一 名) + 本 各 
2 Lgl -lp 
njg ll .Tul Nel Nal 
故 
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n 2 1 2 1 
上 本 本 | 过 万 + 万 
TT Tl “TI nL 
nn nn 
__4 
1 一 工 
h, 
从 而 lim | Te | + Ta = 0 与 (3.3.1) 式 矛 盾 . 
3>4": 设 zy EP, 且 9 之 z 之 y, 从 而 
-yy 


车 y 关 9, 则 据 wo - 范 数 定义 知 : I zl, 委 1, 故 由 3* 得 :存在 常数 
M > 0, 使 
1zl 和 Mzl yl MIyl. 
而 当 > = 0 时 ,上 式 显然 成 立 , 从 而 取 M = N , 即 得 4". 
4 字 3: 设 z 委 风 委 zc 有 且 了 一 工人 


则 有 


了 


OE Yn — Tn Zn — Xn, 
从 而 由 4 有 
Ty mz MIz,— zl, 
故 
Ty-z* ely -zll+ lz -zr"l 
Mz, -zl + lz—-z*l 
<MIz -z+MI|z*-z,| 
+ zi-z*|—>0 (2 一 co)， 
5 过 >1": 设 有 某 个 序 区 间 《u ,v) 依 范 数 无 界 , 记 w= vv 一 w, 则 序 
区 间 《9,w) 也 依 范 数 无 界 ,从 而 存在 xz, €E 《9,w), 且 x GE 也 ,使 得 
| zx 一 co. 由 于 0 委 阅 < 委 忆 ， 
故 
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因为 ww 为 轿 定 值 ,因此 十 隐 二 -> 90(n 一 c), 据 4 两 边 夹 法 则 得 ; 
T Tl O(n %), 


> O(n > co ) ， 


Tn 
| zx, | 
逆 盾 . 井 
定理 3.3.2 (1) 车 PP 是 正则 锥 , 则 PP 必 为 正规 锥 ; 
(2) 若 P 是 完全 正则 锥 , 则 P 必 为 正则 锥 . 
证 明 :(1) 用 反 证 法 . 设 PP 不 是 正规 的 ,于 是 据 krein 正规 锥 定义 
的 否定 叙述 :zi 己 P,iyni CEP, 使 


zl = yl =1, x+y, < 矶 (7 = 1,2,…)， 


Dt < 了 方 <+ om 


知 ,级 数 (z+ 加 ) 绝对 收敛 于 & PP, 即 


令 
zn 二 XI1+ 袜 2 十 tx, (7 =1)2…)， 
Zantt 二 Zn 十 Zntl 之 zn 《因为 6 二 zr1 EE 了 )， 
且 
zr eal = Dznl =1 (n= 1,2,.). 
又 因为 


(rty) +t(rt+ y+ + (rnt Yn) Ru, 
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可 见 点 列 {z1 是 序 单调 且 序 有 界 的 ,但 它 却 不 依 范 数 收敛 , 因为 每 
相 邻 两 项 的 距离 为 1; 上 zi 一 zx 站 =12 = 1,2,…) 不 会 有 z* € 
EE, 使 目 z, 一 z* 一 0(n 一 %), 与 KK 为 正则 锥 蔬 盾 . 
(2)Q@ 先 证 完全 正则 锥 是 正规 锥 . 
若 已 不 正规 , 则 对 G = 一 去 ,有 Tns Yn € 卫 ， 
| zs = ly,l = 1, 


使 上 z+ yi < 走 , 于 是 (zx + yn) 绝对 收敛 于 wx E PP, 作 : 
-| 人 “+ (ze + %)， 当 nn = 2&， 
”ty tt mt) tn 当天 = 2 二 1 


则 显然 h, 委 hsr1( 即 1h,1 序 单调 ). 


又 当 n = 2k 时， 
Tas Hrztyl+ lztyl tt | zt yl 
1 .1 .1 
< 二 二 区 十 全 十 其 
| 
< =1 
EkE=1 


当 n = 2k +1 时 ， 
a ztyl +t drty) +t + | zt yll 
+ | zeril 
<1t+1=2. 
故 和 ,1 依 范 数 有 界 , 故 据 PP 为 完全 正则 锥 知 ,点 列 1 有 ,| 依 范 数 收敛 ， 
但 | hw 一 hk, = 1, 矛 盾 . 
@ 下 证 对 正规 锥 , 序 有 界 的 序 单调 点 列 1z,1 必 为 依 范 数 有 界 的 
序 单调 点 列 . 
设 zl 志 yy 则 {zl C (zi,y), 
由 中 知 , 锥 PP 正规 , 据 正 规 锥 定义 知 , 序 区 间 《z1,y) 依 范 数 有 界 , 从 
而 点 列 {z,| 的 确 是 依 范 数 有 界 的 . 
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再 由 P 为 完全 正则 锥 知 , 序 单调 的 依 范 数 有 界 点 列 { z, 上 | 依 范 数 
收敛 ,从 而 PP 为 正则 锥 . 间 
确实 存在 不 正规 的 锥 ,正规 而 不 正则 的 锥 ,正则 而 不 完全 正则 的 
锥 . 
例 3.3.3 (1) 据 正 规 锥 的 定义 即 知 , Clo .1] 中 非 负 函 数 锥 P = 
lzE cbnlz(z) 兰 0 不 是 正规 的 . 
(2) 空间 Cra,s] 中 非 负 函数 锥 P= lz € Cro,sj1x(t) 守 0 是 
正规 的 . 
因为 若 9 过 xz 过 y, 则 有 
0<r(t)y(t),t Ela,b], 
从 而 
1 S17 (0 
即 | | 
Hz 二 yl ,此 处 N= 1. 
据 定理 3.3.1.(4") 知 ,P 是 正规 锥 ,但 此 锥 不 是 正则 的 . 
因为 对 点 列 zw) = 1 一 (nn = 1,2,…),t € [0,1], 有 
ZI 人 X21， 
即 点 列 | zs} 是 序 单调 , 序 有 界 的 ,但 在 Cro,1] 中 依 范 数 却 无 极限 .这 
是 因为 据 数 学 分 析 知 ,zx (+ ) 在 [0,1] 上 非 一 致 收敛 ,而 Crou 中 点 
列 |z,| 依 范 数 收敛 等 价 于 函数 列 x, (z) 一 致 收敛 . 
类 似 可 证 , 空间 Lf,,s] 中 非 负 函数 锥 既是 正规 锥 ,也 是 正则 锥 
(作为 练习 ,可 自行 证 明 ). 
(3) 空间 Co 中 非 负 坐标 锥 P 是 正则 锥 而 非 完 全 正则 锥 . 
设 za = 和 ,| EE Coyv = in 7 | 
E Co, 又 设 |z,| 是 序 单调 且 序 有 界 的 , 即 
Xv 
据 非 负 坐 标 锥 P 的 构造 知 : |z,| 序 有 界 xz, 过" 列 含 对 每 个 & = 1， 
2,…, 有 3 < 从 ; 
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而 xz, | 序 单 调 则 蕴含 对 每 个 & = 1,2,… ,1&4 单调 .因此 对 

每 个 ,实数 列 | &”| 单调 有 界 ,从 而 有 极限 , 记 
im = 名 委 办 ， 
由 w€ Co, 得 
r= 166 人 EC0， 

且 按 Co 中 范 数 | z| = max | 总 1 ,点 列 1x,| 收敛 于 之 ,因此 Co 中 
非 负 坐标 锥 已 正则. 

取 z = [1,…,1,0,…,0|, 则 


n+ 


zol 一 = {0,°%,0,1 ,0,} EP, 
故 zs+l 宇 zj, 即 {z,| 序 单调 , 且 
[lz = maxl& l= 1, 
因此 |z1 依 范 数 有 界 ,但 按 坐标 的 极限 
limzs = {1,1,.%,1,.)| & Co, 
由 于 Co 中 点 列 1z;| 依 范 数 收敛 等 价 于 { zx,| 按 坐 标 收敛 , 故 Co 中 的 
点 列 {z 在 Co 中 不 依 范 数 收敛 . 据 定 义 即 知 Co 中 的 非 负 坐标 锥 P 
不 是 完全 正则 的 . 
例 3.3.4 有 限 维 空间 R" 中 的 任何 一 个 锥 已 均 是 完全 正则 锥 . 
证 ” 设 点 列 | zs CR" ,按照 Ra 中 任 一 锥 己 依 序 单调 且 依 范 有 
界 , 则 据 R" 中 Bolzano 一 Weierstrass 定理 , 必 有 子 列 [zw C itz 收 
敛 , 设 limzn 一 rx”. 
下 证 点 列 {z, 上 | 也 收敛 于 z” . 若 不 然 , 必 另 有 子 列 {z |] C {zl 
收 全 于 y", 且 y* 关 z*, 即 limza = y"(y” 关 xz"). 但 因 点 列 
1za| 是 序 单调 的 , 故 对 每 个 z, 必定 有 相应 的 z， 与 使 : 
zn Tn, SE Tan, 
由 于 limz = 工 及 limzw = y* ,在 上 式 中 令 & 一 co 得 
六 魏 zi yy", 
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故 z”= ,与 ”天 yy” 矛盾 . 

可 见 , 依 范 有 界 的 序 单调 点 列 依 范 数 收 和 敛 ,又 锥 已 是 任意 的 , 故 
R” 中 任何 锥 已 是 完全 正则 的 . 井 

前 面 已 说 明 , 在 一 般 情况 下 ,空间 E。 按 wo - 范 数 未 必 完 备 ,但 
当 Banach 空间 EE 中 的 锥 P 为 正规 锥 时 ,E 依 wo - 范 数 必定 完备 . 

定理 3.3.3 设 P 为 Banach 空间 E 中 的 正规 锥 , 则 的 子 空间 
了 按 wo - 范 数 完备 ,从 而 卫 。 为 Banach 空间 . 

证 “” 设 点 列 j zj C Es 是 依 wo - 范 数 的 基本 列 . 因 为 PP 为 正 
规 锥 , 据 定理 3.3.1 (3") 有 : 


| zx, — x 入 MIlz 一 zi， | zol ， 
即 1 zw zl ww 较 zx 一 zz 上 ( 即 目 xz, 一 zg) 强 , 故 在 空间 
范 数 .= | .|| & 的 意义 下 , {zx,| 仍 是 基本 列 .因为 为 Banach 


空间 , 据 玉 的 完备 性 知 ,3x” EE, 使 上 zx,-zx* | 一 0(n 一 %). 
下 证 z”E Es , 且 | x1 依 wo 一 范 数 收 全 到 之 *. 
因为 {zx,| 是 Es 中 的 基本 列 , 故 Ye,>0, 和 目 让 e, 一 0,jnE€ 
N,VYVm = 二 1,2,…, 有 : 
| zw — zn Dy < en. (3.3.2) 
又 据 (3.2.2) 式 有 : 
— Berm — Tn Wo Zarm — Ts S| cntm — wn | a wo. 
结合 (3.3.2) 式 , 有 : 
一 ev， Urim — Tn Ren Wo, 
1 1 “(n> co), 在 上 式 中 令 m > oo, 得 
一 en 20 魏 Z -rer ' Uo, 
由 此 推 知 ,z”- zw € Ew ,再 zw E Es ,由 于 FE 为 线性 空间 ,得 


z = -r+ rE RE 


由 于 z， 


还 有 
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xz” -zal Se > 0(n -> %). 

因此 已 依 wo - 范 数 完备 。 间 

设 DDCE,zE€F. 若 对 Vx€D 均 有 zz 达 z; 同 时 ,从 工 声 
zi1( 对 Vr € D) 可 推出 之 二 zi1; 则 称 之 是 D 的 上 确 界 , 记 为 supD. 
同样 可 定义 下 确 界 infD. 

定义 3.3.4 ”车 具 锥 PP 的 Banach 空间 下 中 任 二 元 素 z,y 都 存 
在 上 确 界 sup{z ,y}, 则 称 锥 已 是 极 小 的 ; 若 瑟 中 任何 有 上 界 的 集 DD 
都 具有 上 确 界 supD , 则 称 锥 已 是 强 极 小 的 . 

定义 3.3.5 设 记 为 由 锥 P 产 生 的 半 序 Banach 空 间 , 若 对 Yzx， 


yE€ 玉 均 存在 sup{z,y) 三 之 V y 及 inflz,yj 全 zx 人 y, 则 称 瓦 是 
格 ; 
进一步 , 若 当 1z | 过 | y 1 时 ,有 上 zl 志 上 y|, 则 称 E 为 

Banach 格 . 

显然 ,EE 为 格 时 , 锥 也是 极 小 的 ; 卫 为 Banach 格 时 ,了 为 正规 锥 . 

定义 3.3.6 ”对 具 锥 忆 的 Banach 空 间 巨 ,Y x € EE, 均 可 表 为 xz 
二 y 一 2, 且 yy EP,z € P, 则 称 PP 是 再 生 锥 . 

定理 3.3.4 若 P 是 体 锥 , 则 PP 是 再 生 的 . 

证 ”因为 PP 是 体 锥 , 故 设 uo 是 PP 的 内 点 ,于 是 3p > 0, 使 闭 
球 

S(uo,p)= {zl lz-ull<piCP VrE€EE, 

则 


uotp' € S(u0,p) CP, 
从 而 


根据 锥 的 正 齐 性 有 : 
Lat, 士 


2 下 xzT)= 
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即 
yEP,zEP, 有 8H x=y- zx, 
因此 P 是 再 生 锥 . # 

注 :P 为 体 锥 的 条 件 不 能 少 ,否则 结果 不 真 .事实 上 , 取 E = R?， 
P= |1(z,y)1z 实 0,y = 0|,P 非 体 锥 (因为 三 无 内 点 ). 显然 平面 
上 的 向 量 一 般 不 能 表 成 锥 已 中 的 两 个 向 量 之 差 . 

例 3.3.5 设 已 = C(G) 为 R 中 有 界 闭 集 G 上 的 连续 函数 空 
间 ( 1 gp = max | 9 (ZK) 1), 令 

P=lplpEC(G),p(z) 二 0|， 
则 是 C(G) 的 一 个 体 锥 , 且 书 是 再 生 锥 .因为 VepEC(CG), 有 9 
一 Pi 一 922，, 其 中 
gi (x) = 上， 当 p(x) 宇 0， 
0， 当 w(z)<0， 
0 当 p(z) 之 0， 


92 (x) = | 当 op(z)< 0， 


显然 pl € PP,pz EP. 

P 是 极 小 的 ,因为 Yop,y EE C(G), 有 

supl gp, P| = hh (rz) = maxip (zr),y (rz)) € C(G). 

但 P 不 是 强 极 小 的 . 例如 , 取 G = [0,2], 取 DD= lp1lepE 
Croa, 且 当 zE(0,1) 时 ,p(z)<1, 当 zeE(12) 时 ,p(z)<2|， 
于 是 刀 有 上 界 ,但 了 在 Cro?] 上 显然 无 上 确 界 . 

定理 3.3.5 设 下 为 具 锥 PP 的 Banach 空 间 , 则 PP 为 体 锥 (wo E 
已") 的 充 要 条 件 是 :E,, = 下 , 且 


lzl, < slzl(r€ E), 
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其 中 p > 0 满足 闭 球 S(xo,o) = |z|1 zxz-wul 志 pi CCP. 
证 ” 设 P 为 体 锥 ,wo E P", 且 
S(uo,0) = {z| zx uol olCP, 
则 Yx EE,z 关 909, 有 


uo tp Ti S(xo,o) CP, 


于 是 
学 
并 全 
从 而 
-up TT 委 uo, 
即 
zl zl 


一 0 U0 女工 和 0 U0. 


说 明 xz € EE ,所 以 EC E, ,又 因为 EEF 刁 Es ,所 以 已 = EE, 且 显 
然 有 


1 
zr 委 一 外 z . 
Fz 6 |zl| (xzE€E) 


反之 , 设 EE, 一 已, 且 1 zl 入 六 1zl(zeE),o>0 满 足 
闭 球 
S(u,p)= {zl1l|z-wol pi CP, 
则 有 
EE 
于 是 对 Vz EE S(uo,6), 有 


lz-ul slz-wl < 


人 
| 
二 


1 
p 
从 而 

-ur uA wo, 
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故 z 宇 0， 即 xz€P， 
因此 
S(uo,p) CP, 
于 是 P 为 体 锥 . 并 
结合 定理 3.3.1(3?) 与 定理 3.3.5 知 , 当 忆 为 正规 的 体 锥 时 ,在 
了 中 有 : 
oz szl<Mlool lz 


即 范 数 | zj 与 xz。 等 价 . 

若 记 P， = 了 站 EE , 则 易 知 P。 是 E。 中 的 一 个 锥 , 且 是 体 锥 
(如 wo 就 是 P， 的 内 点 ). 关 于 PP 有 如 下 定理 ， 

定理 3.3.6 (1) 车 zo EE-P, 则 zo( 关 于 wo 一 范 数 ) 必 非 P。 
的 聚 点 ; 

(2)wo - 范 数 关 于 P。 是 单 增 的 ( 即 zx,yE Es, 从 0 三 y 
可 推出 上 zz 直 。 科 下 > 直 。)， 

证 (1) 用 反 证 法 . 设 zo 关于 uo - 范 数 是 已 的 聚 点 , 即 
3 xa) CP ,使 

| zx — zol ,> 0(n 一 co)， 

于 是 ,Ye >0,JNEN, 当 n> NN 时 ,| zx, -xol < ee. 又 据 
(3.2.2) 式 知 : 

-zx — zol wo u0 安 Zn 一 Z0 魏 | zs — zo ll * wos 
从 而 

eur -XoReu (n>N). 
因为 zu € Pu ,所 以 
xn E P,0 < rn SE ro + euo, 
故 
Z0 十 euo EP. 
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令 s 一 0, 由 锥 己 为 闭 集 知 :zo E P, 与 xzo€ FP 著 盾 . 
(2) 设 z,y € FE 且 0 委 工 委 》，, 则 由 
-yl :wy yl :uo 
得 
grey | 上 yi, 
据 wo - 范 数 的 定义 即 知 :上 z ,夺目 y|。. 间 
结合 定理 3.3.1(4") 与 定理 3.3.6(2) 即 知 ,P。 是 E。 中 的 一 个 
正规 锥 . 
定理 3.3.7 正则 的 体 锥 P 是 完全 正则 锥 . 
证 只 需 证 明 序 单调 , 依 范 数 有 界 的 点 列 |z,1 必 是 序 有 界 的 即 
可 . 
因为 已 为 体 锥 ,所 以 取 9 夭 xoE P' 及 p> 0, 有 闭 球 S(uo,p) 
CP. 任 取 点 列 90 郑 z, € ,满足 上 ze‖ 有 界 , 且 
Xl 和 TX 


则 zxo 二 po 本 | E 5S(uo,p) 性 P, 可 推 知 : 


zl 


w < < Eu (n = 1,2,…). 
因为 | x le 是 一 非 空 有 界 数 集 ,所 以 有 上 确 界 , 设 为 8, 即 
B= sup | zs | ， 
从 而 
~ Duo zn < buo (n=1,2,). 
因此 点 列 {z,} 是 序 有 界 的 .因为 PP 是 正则 的 , 故 序 单调 , 序 有 界 的 点 


列 |x,1 是 依 范 数 收敛 的 .但 点 列 {z。 上 } 同时 又 是 序 单调 , 依 范 数 有 界 
的 , 故 PP 是 完全 正则 锥 . 


$3.4 ” 共 轿 锥 与 凸 集 隔离 性 原理 


定义 3.4.1 设 玉 为 具 锥 PP 的 Banach 空间 ,EE 上 的 有 界线 性 泛 
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函 f 称 为 正 泛 范 是 指 : 
VzEP 有 zl) 之 0. 

EE 上 正 泛 函 的 全 体 记 为 P*. 

例 3.4.1 泛 函 fx) = 中 zx 上。 即 是 空间 E 上 的 一 个 正 泛 
函 . 

注 1: 正 泛 函 必 是 单 增 的 . 
其 实 , 若 
Z1 委 2Z2 全 7Z2 一 ZIE 卫 ， 
因为 f 为 正 泛 函 ,所 以 
f(xz2 ~ zx1) 之 0， 
又 因为 f 为 线性 泛 函 ,所 以 
fx2 -Zi = zz) - fri) 0>f(r2) 2 f(z). 

注 2: 易 知 P* 是 玉 的 共 思 空间 E* 中 的 闭 凸 子 集 , 且 YA 之 0 及 
VfEP* 有 XfEP’ .但 P* 未 必 是 EE* 中 的 锥 . 

例 3.4.2 取 已 = R?,P = {(zx,y)1x 守 0,y = 0|, 定 义 
fl(z,y)] = y, 则 显然 了 是 有 界线 性 泛 函 , 当 x = (z,y) EP 时 
一 (xue) = 0, 从 而 1 € P”, 且 同样 有- AE P* ,但 显然 上 尖 9, 即 
P* 不 是 锥 . 

但 当 P 为 体 锥 时 ,P*” 必 是 EE* 中 的 一 个 锥 . 

定理 3.4.1 若 忆 是 Banach 空间 五 中 的 体 锥 , 则 P* 必 是 瓦 ” 
中 的 锥 .此 时 称 P* 为 共 斩 锥 . 

证 ”由 注 2, 只 需 证 明 P* 满足 锥 的 条 件 2, 即 证 着 fE€ P*, 
fEP", 则 f= 56. 

Vx EE, 因 为 P 是 体 锥 , 据 定 理 3.3.4 知 ,P 是 再 生 锥 ,所 以 
3y,zE 卫 ,使 得 z = y 一 z. 又 因为 F, -和 EP”, 故 有 

fz) = fly—2z)= f(y)- fz) = f(y) +(- 站 (z) 之 0， 
-zl) = -zz)=Az)t+(- 门 (7) 之 0 
所 以 f(xw) = 0, 由 x 的 任意 性 可 知 f = 9.， 井 
71 


利用 正 泛 函 ,我 们 可 以 分 别 得 到 判别 正则 锥 与 完全 正则 锥 的 判 
别 法 则 ， 

定理 3.4.2 (完全 正则 锥 的 判别 法 则 ) 设 玉 为 具 锥 P 的 Banach 
空间 , 若 3JE P* 满足 : 

(1)Ylzr|l CCP, 由 上 xl 之 seo>0m = 1,2,…) 推出 
lim f(x + 2Z2 二 二 nr) 二 十 oo. 

(2) 了 在 每 个 闭 球 S(0,M) 上 有 界 (M > 0). 则 PP 是 完全 正则 
锥 . 

证 ”用 反 证 法 . 设 己 不 是 完全 正则 锥 , 则 必 存 在 按 序 单 增 , 且 依 
范 数 有 界 的 点 列 | x, |}: 

TSTERETE ,Bizrl Mn = 1,2,.…), 
但 {zx,1 不 依 范 收 伍 . 于 是 

| zai — za > 00 > 0(n =12…)， 
不 妨 设 ‖ zi 上 > eo > 0( 只 需 so > 0 取得 充分 小 ). 又 由 于 
zn = TI1+ (TI 一 TI) 二 十 (zr 一 ai)， 

据 条 件 (1) ,对 正 泛 函 /有 
jz = 加 Hzi+(za x) te + (zn — zat)] 一 +oo， 
但 由 条 件 (2), 正 泛 函 f 在 每 个 闭 球 S(0, AM) 上 有 界 , 故 f(z,) 也 应 
在 闭 球 1 z, -01 = 1 xz, 委 M 上 有 界 ,得 出 矛盾 # 

定理 3.4.3 〈 正 则 锥 的 判别 法 则 ) 设 P 是 Banach 空间 E 中 的 
闭 锥 , 若 3AE P” 满足 :Ylz,jCP, 由 zi 守 6e0>0(n=1, 
2,…) 推出 

limf(z1 + zz 二 + rn) 一 二 oo ， 

则 已 为 正则 锥 . 

证 “用 反 证 法 . 设 己 不 为 正则 锥 , 则 可 找到 按 序 单 增 且 按 序 有 
上 界 的 点 列 1znj CP. 

XIE (uv EP). 
但 |z,1 不 依 范 数 收敛 .于 是 
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| zt- za eo0 > 0(n = 1,2,…), 
不 妨 设 ‖ zi 上 写 eo > 0, 据 已 知 条 件 , 对 正 泛 函 f 有 : 
lm/f(z5) = limflzt (x2 z) t+ (2 — 11)] =+ %. 
由 于 正 泛 函 了 是 单 增 的 , 即 由 x 记 可 推出 f(z;) 志 fl(w), 但 
因 f(z,) 一 + co(2 一 oo), 故 当 靖 -> oo 时 ,za) 不 会 总 小 于 定 值 
Pu) ,了 矛盾， 提 
例 3.4.3 设 E= LQ)(p 之 1,0 < mes0 <+ co), 令 
P=izxzlzx€ 1(0),zr(t) 0), 
显然 PP 是 L?(Q) 中 的 一 个 锥 ,但 不 是 体 锥 (P 无 内 点 ). 
记 fz) =) 1 z() dr = zl?, 
则 显然 f 为 锥 P 上 的 正 泛 函 . 
因为 不 等 式 (a + B)? 之 a? + BP(p 之 1) 对 a,B 之 0 均 成 立 , 故 
对 任何 非 负 函 数 xz(1),y(t) €E P, 有 . 
| z(t) + y(t) I? I z(t) 1? +| y(t)1? ae 于 0， 
从 而 有 
f(z+y) 守 f(x) + f(y), 


也 即 
jz+yl? 宕 zl*+ | yl?, 

于 是 

Vlzs)l CP,H |zxll2e0 >0 (n= 1,2,.). 
由 | zt+zzt+ 十 Zn 

宕 rill?+ 人 zz 和 + 二 站 za 

eo +TEo 十 十 Eo8 

一 n* eo?, 
即 得 

f(zit zt tz) fT) + fz2) + err t+ fxn) 

= n* eo?, 


所 以 当 n 一时， 
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JFGzi+Z2 十 人 十 站) 之 人 ef >+%. 
又 因为 f(x) = 上 z 4* 在 每 个 闭 球 S(0,M) 上 显然 有 
f(z)= ez Mr, 
即 有 界 . 故 据 定理 3.4.2 知 ,P 为 完全 正则 锥 ， 
我 们 已 经 建立 了 共 轿 锥 P* 的 概念 ,但 是 还 不 知道 P* 是 否 实 有 
其 事 ,也 就 是 说 , 当 为 非 平凡 锥 ( 即 P 关 10)) 时 ,P* 中 是 否 确 有 
非 零 元 存在 ,下 面 就 来 解决 这 个 问题 .为 此 我 们 先 围绕 正 泛 函 延 拓 定 
理 ,引出 一 些 基本 定理 ,再 给 出 Mazur 关于 凸 集 隔离 性 定理 . 
定理 3.4.4 ( 正 泛 淫 延 拓 定理 ) 设 P 关 FE 是 Banach 空间 玉 中 
的 体 锥 ,M 是 EE 的 一 个 线性 子 空 间 , 它 至 少 包含 P 中 的 一 个 内 点 zxo， 
则 M 上 任 一 正 泛 函 f(x) 必 可 延 拓 至 整个 空间 E. 
证 设 MCE,yoEE-M, 仿 照 Hahn 一 Banach 有 界线 性 泛 
函 延 拓 定 理 , 只 需 说 明 可 将 子 空间 M 上 定义 的 正 泛 阴 f 延 拓 至 包含 
yo 和 M 的 最 小 线性 子 空间 . 
Mo= {Iz+Xyo iAER,rE M)= span(yo,M) 
( 集 M 与 点 yo 张 成 的 子 空间 ). 
对 yo E EE - M, 今 证 必 有 元 xz ,x ” € M, 使 x 志 w0o 志 . 
事实 上 , 因 M 至 少 包含 P 中 的 一 个 内 点 zto, 且 P 为 体 锥 ,所 以 
3p >0, 使 S(xo,o) CP, 于 是 


uo to TT | € S(wuo, o) CP, 
所 以 
0 
+ 之 
“tpTyolh > 
于 是 
Lyoll cwi, 
po 0 人 0 p 0 
取 


| Yo | ” | yy0 | 
一 Uos 二 U0, 
人 
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由 uo € M 且 NM 为 线性 子 空间 知 :z ,z” E M. 再 由 了 是 M 上 的 正 
泛 函 ,从 而 必定 单 增 知 :f(z ) A(x ) ,因此 对 任意 满足 z 志 yo 志 
x” 的 元 x ,x ,有 : 
supf (x ) 委 infF(z )， 

存在 实数 ,使 z 
supf(z’) < Qinff(z"). 

现 定义 线性 子 空间 Mo 上 的 泛 函 9 为: 

Vy= ztAyo E Mo, qly) = f(z) + a. 

因为 yo 和 M ,又 Mo 中 的 元 素 》 惟一 确定 了 z 和 4 ,所 以 Mo 中 
每 个 元 y 可 惟一 地 表 成 zx + Xyo 的 形式 , 据 Hahn ~ Banach 定理 的 证 
明知 ,g 是 Mo 上 惟一 定义 的 线性 泛 函 . 

下 证 g 是 正 泛 函 ( 即 正 的 \ 有 界 的 线性 泛 函 )， 

先 证 由 > = z+iyo 之 6>9g(y) = pzd+Ayo) 之 0. 


车 >0, 则 -区 过 y0; 因 为 x € M 且 M 为 线性 子 空间 , 故 
oy E M, 
由 此 可 得 : 
一 f(z) = f(- *) supf(z )<E. 
车 4 过 0, 则 有 yo 达 - 兰 , 又 得 


einff(z) Sf(-E) = Ff(z). 


因此 对 任意 的 € R 均 有 f(x) + 检 之 0, 即 p(y) 宇 0. 
再 证 p 是 有 界线 性 泛 函 . 
对 wo € P", 3 了 有理数 ol >0, 使 S(xo,ot)CP, 故 当 站 el| 未 
1 时 ,有 
uo + pie €E P,Bh wo + pie 之 9, 
由 以 上 证 明知 : 
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pl(uot pie) = p(uo) + poip(e) 之 0， 

从 而 | gp(e) 达 序 ?Cu0), 说 明 9 在 Mo 单位 球 上 有 界 ,从 而 是 有 界 

因此 ,这 样 定义 的 泛 函 9 确 是 正 泛 函 . 

又 从 定义 

p(y) = jz)+AEy = z+ Ayo € Mo)， 

可 见 , 当 y= zzEM 时 ,对 应 的 ) = 0, 故 有 g(x) = f(zx). 

因此 ,9 确 是 正 泛 函 从 M 到 Mo 的 延 拓 .， 井 

系 : 设 P 为 Banach 空 间 玉 中 的 体 锥 ,P 头 E, 则 必 有 一 个 按 P 为 
正 的 非 零 有 界线 性 泛 函 存在 . 间 

证 ” 设 wo € P', 据 锥 的 定义 ~ wo 多 卫 , 令 

M= {auvol A € RI, 
则 M 是 一 线性 子 空间 ,在 M 上 定义 正 泛 函 为 : 
f(Au0) = A(Auo € P), 

则 由 Xuo 9=>4 宇 0, 由 定理 3.4.4 知 ,可 延 拓 成 整个 空间 EE 上 的 
依 P 为 正 的 非 零 有 界线 性 泛 责 ,， 间 

定义 3.4.2 设 X 为 实 (或 复 ) 数 域 玉 上 的 线性 空间 ,车 对 每 个 
并 和 EX, 总 有 一 个 确定 的 实数 jz 满足 : 

(Liz 郊 0;|zl =0 当 且 仅 当 z = 6; 

(2)| -zl = zl ,flim | oz =0, lm | axl = 0; 


下 二 
(3)|z+yl ee zl + yl. 
则 称 ‖ xz 上 为 上 的 准 范 数 , 称 X 为 赋 准 范 的 线性 空间 . 
注 :显然 , 赋 准 范 线性 空间 包含 赋 范 线性 空间 . 
定义 3.4.3 ” 赋 准 范 线 性 空间 EE 中 子 集 P 叫做 线性 半 群 ,是 指 ， 
(Dz EP,A 0 E RAr EP; 
(2)zEP,yEPz+yEP. 
定义 3.4.4 ” 赋 准 范 线性 空间 中 线性 半 群 P 叫做 非 不 足 道 的 ， 
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是 指 存在 一 元 x E P, 使 -x 多 PP. 

注 :线性 半 群 是 赋 准 范 线 性 空间 的 子 集 ， 而 锥 则 是 Banach 空间 
中 的 闭 凸 集 .从 定义 可 见 , 锥 必 是 线性 半 群 ,反之 不 然 . 但 定理 3.4.4 
及 其 系 中 的 锥 忆 改 为 实心 线性 半 群 ( 即 P' 关 乡 ) 时 ,结论 仍然 成 立 . 

定理 3.4.,5 设 Pi 是 Banach 空 间 瓦 中 的 实心 线性 半 群 , P; 是 
E 中 的 任意 线性 半 群 ,P2m P1 ”= 0O, 则 3fEE* 且 ff 关 90, 使 

xzE Pr)0,r. EE Pf/(r) 0. 

证 记 P=1z-ylzx€ Pi,y€ Pz|, 则 PP 为 线性 半 群 . 

事实 上 , 当 x EP 时 ,jzx1€ Pi,y1€ Py, 使 + = zx- yi， 
对 A 衬 0,Az = Axl 一 Ay1; 而 Axil GE Phz € Py, 所 以 Az EP. 

白 当 zEP 时 ,3jzcPycEP ,使 z=z-y 当 yE 
P 时 ,3x2€ Pi,y2 € Py, 使 y= zy, 故 

Zt+y= (rt 2z2)— (y+ y2), 
据 线性 半 群 定义 知 
Z1 二 7Z2E Pi,y + y2 € PP, 

所 以 x + y EP, 因 此 PP 为 线性 半 群 . 

又 从 PP 的 作法 知已 忆 Pi, 故 了 P 也 是 有 内 点 的 , 即 P* 关 作 . 

再 证 书 尖 瓦 . 取 zoE Pi 性 P, 并 设 xo € Pi', 则 必定 一 zo 区 
P. 否 则 , 若 一 xo EE P,zxiE€ Pi,yE€ 忆 使 

-xo= x1-y, 则 y= zot xi. 

由 zoE€ Pi 知 38>0, 当 | 上 x-xol <6 时 ,有 x E€ Pi, 对 
上 述 x1 EPi, 当 有 zxz-zxo-zil <5 时 ,有 zxi€ Pi, 进 而 xz 
= zi1+ (x 一 Zz) € Pi, 从 而 当 

Iz-(zotz)| = lrz-yl <s 

时 ,y € Pi', 与 Pz 站 P1" = 0 矛盾 .这 样 就 证 明了 当 zo EP 时 ,一 
zo 对 P. 因 为 玉 是 Banach 空间 , 若 xo EE 时 , 愉 有 xoEEE, 可 见 
PE. 

由 定理 3.4.4 的 系 知 , 在 下 上 存在 一 个 按 P 为 正 的 非 零 有 界线 
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性 泛 函 六 ,使 > € 尸 时 77(z) 之 0. 
从 z=Zz-yEP 中 取 y=0EP, 则 对 VzrEPi， 
z= rE P>f/(zr) 0, 

取 z= 90€ Pi, 对 VyE€ P， 

z=—-yE€EP>f/(-y) 宇 0>7(y) 夺 0. # 

系 : 设 P 是 Banach 空 间 E 中 的 实心 线性 半 群 ,P 关 EE,M 是 EE 中 
线性 子 空间 , 且 MPmnP” = @, 则 在 天 上 必 存 在 一 个 正 的 线性 泛 函 了 
关 90, 使 x € M 时 ,f(x) = 0. 

证 ”M 看 做 定理 3.4.5 中 的 P,P 看 做 Pi, 据 定理 3.4.5 知 3f 
E E*,f 关 9, 且 f 按 P 为 正 的 ,使 当 xz EP 时 ,f(zx) 之 0, 当 zz € 
M 时 ,f(z) 坏 0, 但 xz€ M 二 -x€M, 故 

f(-x)<0>f(r) 0, 
从 而 z E M=>f(x) = 0. 
定理 3.4.6 ” 设 P 是 线性 半 群 .xo € 巨 , 且 
inflzo- zl =d>0 
( 即 点 zo 到 集 PP 的 距离 4 > 0), 于 是 必 3fE P*,f 关 9, 使 
f(zo) ~ dlfl. 

又 车 P 是 实心 线性 半 群 ,而 yo 是 P 的 界 点 , 且 yo E 已 , 则 必 存 
在 非 零 正 线性 泛 函 f, 使 f(yo) = 0. 

证 令 Pi= [A(zo t+ wu)tXa>0,lul <adi, 

则 Pi 为 实心 线性 半 群 .事实 上 ,VY y € SGCzo,d), 则 有 
| >y =- zol <a, 

记 y 一 xo = xx, 则 有 

y= x0+(y- zo)= zotu€ Pi, 
所 以 S(zo,d) CC Pi, 即 Pi 是 实心 的 . 

又 OO 当 t1 = A(zo t+ wu) € Pi(A4>0,|ul < dad) 时 ,对 py 宇 0 

自然 有 
pt = u(xzo t+ wu) € Pi; 
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四 对 上 上 =)Mzo+ax)EPr=Azo+wEPO ,wy>0， 
1 <a,lvzl<a) 有 
t+t+rt= A(zotu)+p(zxo+ wv) 
= Qt (rot WE) € Pi, 
(因为 1+A > 0, 又 
az+apol<axlzl+awxlazol<(Cr+A)a， 
即 上 学 二 如上 < d) 
AH 
故 Pi 是 线性 半 群 . 
叉 Pi 站 P= 101, 若 不 然 , 设 


GFAxo tu EPINPS r+tuEP. 
记 z=xzo+uEP, 则 ro-z=-z 于 是 
| -zi =1zo-zl<d(zoEE,zEP)， 
但 了 是 所 有 于 ze- >*|(zoE 巨 ,zE 忆 ) 的 最 小 者 即 与 wd = 
igf 1 zo 一 zl 上 (xo € EE) 节 盾 . 
据 Pi 门 P = {101 即 知 Pi" 个 P= 9 , 据 定 理 3.4.5, 存 在 f € 
“, 它 按 P 为 正 ,使 MA(zo+z)EP 时 ,FaAGzo+z))< 委 0, 即 
f(zo) 委 - f(w), 从 而 
f(xo) inf[- f(u)] = 1 syp fl(u) = 一 2 | 和， 
设 已 是 实心 线性 半 群 ,而 yo 是 已 的 界 点 , 且 yoE P. 令 
P2 = {Ayo 14 之 0}， 
则 Pz 站 P* = 作 . 阁 不 然 , 由 Xoyo E P' 可 证 得 yo。 € P ', 这 与 yo 是 
P 的 界 点 矛盾 . 据 定 理 3.4.5 知 ,存在 按 P 为 正 的 线性 泛 函 ,使 
f(Xy0) S04 > 0) 一 FA(yo) 委 0， 
但 EE P, 故 Co) 之 0, 从 而 f(y0) = 0. 并 
系 1; 设 PP 是 线性 半 群 ,x € PSOYfEP*>f(x) 之 0, 
证 ”充分 性 :用 反 证 法 . 设 z 和 PP, 由 上 述 定 理 知 , 3 fo € P*， 
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fo 关 9, 使 fo(x) < 0, 与 题 设 矛盾 , 故 过 GE 已 . 
必要 性 是 显然 的 . # 
因此 , 若 特 别 设 巨 是 自 反 Banach 空间 ,而 PP 是 EE 中 闭 线性 半 群 
时 , 据 系 1 知 
zEPSAEP 一 Az) 之 0. 
系 2: 设 PP 是 实心 线性 半 群 ,x 是 P 的 内 点 的 充 要 条 件 是 Vf€ 
P*, 有 f(z)>0. 
证 ”必要 性 : 设 z E P', 类 似 于 定理 3.4.4 的 系 的 证 明 过 程 可 
知 ,VYfEP*, 有 f(zx)>0. 
充分 性 : 用 反 证 法 . 设 x 区 P'", 据 本 定理 知 ,3 fo € P*, 使 
Jo(z) = 0, 与 假设 矛盾 . 间 
定理 3.4.7 设 PCE 是 非 不 足 道 的 闭 线性 半 群 ,而 zo € PP， 
一 zo 人 P. 则 必 存 在 正 线性 泛 函 f€ P* ,使 FLzo) > 0. 
证 因 一 zo 护卫 ,而 PP 是 闭 的 , 故 由 点 到 有 界 闭 集 的 距离 必 大 
于 零 知 
ipf ll -zo0-z| >0. 
于 是 据 定 理 3.4.6 知 ,存在 一 个 按 P 为 正 的 线性 泛 函 ,使 
f(~- zo) -dlfl <o, 
从 而 f(zxo) >>0. 井 
为 了 证 明 共 斩 锥 P” 具 有 非 零 元 ,我 们 需要 考察 凸 集 的 隔离 性 
原理 . 
定义 3.4.5 ” 设 E 为 Banach 空间 ,ff € E* 一 101,r € R', 称 
子 集 
H= {rE€EE!If(r)=r| 
为 下 的 一 个 超 平面 ,而 称 子 集 
FB(f)= {rEEIf(r)PrI,H(f) = {rEE!If(r)Er| 
为 由 超 平面 碳 所 确定 的 半空 间 ,它们 分 别 位 于 互 的 两 侧 . 
又 设 4,B 为 EF 的 两 个 子 集 ,车 有 超 平面 日 ,使 A 位 于 玖 的 一 
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侧 ,B 位 于 日 的 另 一 侧 , 即 A,B 分 别 位 于 由 互 所 确定 的 两 个 半空 间 
之 中 , 则 称 A ,B 被 起 平面 日 所 分 离 . 若 还 AN 站 H= 2,BNH= 
2 , 则 称 A,B 被 起 平面 太 严格 分 离 . 

若 五 的 子 集 4 位 于 超 平面 瓦 的 一 侧 , 且 五 门 A 关 乡 , 则 称 五 是 
A 的 支撑 超 平面 . 

注 :定义 中 的 f 是 有 界线 性 泛 孙 ,而 定义 中 的 超 平面 实际 上 是 闭 
超 平面 . 

可 以 证 明 ,线性 半 群 的 每 个 闭 支撑 超 平面 /(x) = > 必 可 表 为 形 
状 f(z)=0,f7E€EP*. 

定理 3.4.8 (Ascoli - Mazurl) 设 五 是 赋 范 线性 空间 ,G = M 
+ vo,; vo EE EE,M 是 E 中 的 线性 子 空间 . 设 同 集 A CE 且 A' 关 O， 
又 设 G 门 A = 人 , 则 必 存 在 一 个 包含 G 的 闭 超 平面 瑟 , 使 A 在 互 
的 一 侧 . 

证 ”根据 凸 集 的 平移 不 变性 ,不 妨 使 用 一 个 平移 :x = x 一 vo， 
可 设 G 是 线性 子 空间 . 令 P = {Xz 14 宇 0,z € A"|, 下 证 P 是 线性 
半 群 . 

线性 半 群 定义 中 的 性 质 (1) 是 显然 的 .来 证 性 质 (2) , 即 证 :如 果 
zi,Z2 所 A',A1 宇 0,12 宇 0, 则 
A1Z1 + A2z2 A1Z1 + A2Z2 

MTA ， A1 + A2 
事实 上 , 设 S(z1,p1) C A,S(zz,p2) CC A,pi1,02 > 0, 则 令 
_ Alz1 + A,z2 po = A1p1 + A2p2 


A1z1 + A2z2 = (Ai 十 A2) EA.. 


0 一 A1 士 人 2 ? 0 一 Ai 十 A2 ? 
必 有 S(xzo, po0) C A, 这 是 因为 , 若 y 一 0 一 2， | u | 委 po, 令 
A 42 
+ LI AM+) 2 
则 Ki+ jp2 = 1, po= J1p1 + HA202， 


y= zotu= Kz1it HK2z2+ u 
1 2 

= ja(zit Lu) + p22 + Cu), 
大 1 之 1 po HH2\ 22 po 
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zi t+ LuE A,z+CuEh, 
po po 


故 y € A. 这 也 正 是 说 ， 

S(Aiz1 + A2z2, 00AM1 + 42)) CP, Azit+ Az2 EP'. 

显然 A“ 己 P, 从 而 车 能 证 P 关 EE, 则 PP 必 是 一 个 非 不 足 道 实心 
线性 半 群 . 

其 实 , 若 z = X41z1 € P(X41 > 0), 则 一 z 所 ,因为 否则 

一 < = Ar2,d2 > 0,7r2 EA',, 
依 上 所 证 ， 
0=z—-z= Azxit+aAr2 EP'", 

即 9 是 P 的 内 点 ,但 9€ G 与 假设 矛盾 , 故 已 是 非 不 足 道 实心 线性 半 
群 . 

设 z= XrE€EP,x EA', 又 设 zE€G, 则 4 = 0, 因 为 否则 x = 


天 E G, 而 G 包 含 4 之 内 点 ,与 所 设 矛盾 . 故 P Im G = 9. 据 定理 


3.4.5 的 系 ,3 EE*,f/ 关 9,z € P>f/(x) >0, 特 别 
zEA>>Fz) 之 0,FG) = 0. 
于 是 H= lzEE1IAz)=0 就 是 所 求 的 超 平面 . 井 
定理 3.4.9 《Eidelheit) 设 A1' 是 赋 范 线性 空间 E 中 的 凸 集 , 且 . 
A1' 闫 作 , 而 As 是 下 中 的 凸 集 , Az 站 A1' = 作 . 则 必 存 在 一 个 超 平 
面 昌 = lz 1 f(x) = >} 分 离 Al 与 Az. 亦 即使 
ZE A1f(r)r, rE Af(r) Er. | 
证 令 A=iz-ylzEA,y EAs, 则 A 必 是 有 内 点 的 
凸 集 . 事 实 上 , 设 
2=2ZI-ocEAxz=zyEA， 
T1722 和 AL,y1y2 E A>z， 
并 令 ) 是 一 个 数 , 且 0 科 4 科 1 则 
Az1 + (1 — A)z2 = [Mri + (1 — A)z2] 
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— [Ay1 + (1 — A)y2] € A. 
因为 依 定理 3.4.8 的 证 明 ,A1+ 也 是 非 空 凸 集 , 于 是 A 为 凸 集 ， 
县 A 是 非 空 开 集 , 这 是 因为 A = UY (Art+ z) 是 非 空 开 集 的 并 .又 


9 区 4A, 因 为 否则 jzoEAr,yoEA?, 使 zo-y=6, 即 zo= yo 
与 假设 4A" 站 4A; = @ 荫 盾 .用 19| 代替 定理 3.4.8 中 的 G, 用 A 代 
替 那 里 的 A ,可 知 存在 一 个 过 6 点 的 闭 超 平面 

H= {zlf(r)= 01(f € E’), 


使 
zEA4A>>Az) 之 0， 
即 
TEA1,y EA/(r) f(y), 
从 而 


f(z) > stp f(y), 
但 Al 4, 对 于 含 内 点 的 凸 集 A1, 来 证 Al = 41. 
设 zo E Ar ,zl 和 41, 今 证 
y= Axro+ (1 -aA)xr(0<A<1=>yE AT 
我 们 要 证 当 上 x 一 y【 足够 小 时 ,zx € Ai:. 但 Ai 是 凸 集 ,只 要 能 证 明 
z= Aw+ (1 一 4)w, 而 w,u € At 就 够 了 .注意 到 : 
I 


lw zol = zil 


1 


一 人 
lz ul 


取 上 zy 之 六 p, 再 取 w€ A1, 使 xi-ul 之 了 人 全 ,后 
者 可 能 ,因为 z1€ 4 于 是 ‖z- zo 过 po,; 故 wE€ Ai, 从 而 y EE 
AT 
今 设 mw E Ai,yo € Ai', 则 依 上 述 ， 
y=Ay0+ (1l-A)y EA, 
但 yi = y+ A(y1 一 yo0), 取 4 足够 小 ,使 上 XA(y1 一 yo) 入 s, 于 是 
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1 
<+ilz-ylt+ 


yE Ses) 门 4 ,由 es 的 任意 性 知 ,yiE Ai', 故 AlCAI', 而 Al* 
C Ai 是 显然 的 ,所 以 Ai 三 A1. 
由 f 的 连续 性 可 知 
f(z) 之 EP/A(>)， 

对 于 每 个 x E Ai 成 立 , 即 

HA) 之 sp/A(y)， 
取 一 数 ”> 介 于 上 述 不 等 式 两 边 的 数 之 间 , 于 是 

ZE AI/(rT)Fr, TEAH(rT)Er. # 

将 定理 3.4.4 至 定理 3.4.9 及 其 系 中 的 线性 半 群 已 改 为 锥 忆 , 结 
论 自 然 全 都 成 立 . 

定理 3.4.10 设 玉 是 Banach 空间 ,P 是 E 中 的 闭 锥 ,P“ 是 P 
的 共生 锥 , 则 

(1)P”* 关 10}; 

(2)x € POf(zr) 之 0,VYfEP'; 

(3) 对 每 个 -EP-19,JjJfEP* 使 得 f(zx)>0. 

证 (1) 取 zo E€ EE 一 PP, 则 存在 zo 的 。 邻 域 B(xo,e), 使 得 
B(xzo,e) 门 P= ,利用 定理 3.4.9, 存 在 非 零 的 有 界线 性 泛 医 f， 
以 及 常数 x ,使 得 

f(xz) <r, VrE Blro,e);f(r)r,VrEP. 
由 于 XAP CP,A 之 0, 故 当 xz EP,4 之 0 时 ， 
f(Ar) = Af(z) 守 7, 
取 4 充分 大 和 充分 小 可 分 别 推 得 f(z) 宇 0 以 及 r 三 0, 因 此 ,f/ € 
P*, 生 f 关 0. 

(2) 与 (3) 由 定理 3.4.6 的 系 1 与 系 2 立 即 可 知 , 但 这 里 ,我 们 用 
另外 一 种 方式 给 出 它 的 证 明 . 

(2) 显然 由 定义 可 直接 推 得 ,车 x € P, 则 对 任何 f€ P*, 有 
f(z) 之 0; 反 过 来 , 若 z 冬 书 , 则 由 (1) 的 证 明 可 知 ,存在 fE P* ,使 
得 f(z)<r 志 0. 
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(3) 车 xz EP-1{0, 则 一 xz 所 忆 , 同 样 由 (1) 的 证 明 可 知 ,存在 
ffEP", 使 得 f(x)<r 志 0, 从 而 有 f(xz)>>0. # 

这 样 ,我 们 就 解决 了 P* 中 确 有 非 零 元 存在 的 问题 ,从 而 使 建立 
的 共 恩 锥 P* 具有 实质 性 意义 . 
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第 四 章 ” 增 算 子 与 凹 算 子 方程 的 正解 


从 Banach 压缩 映照 原理 的 证 明 过 程 可 知 , 算 子 A 的 压缩 性 可 推 
出 迭代 列 z。 = Az,-1 收敛 到 A 的 不 动 点 x * ,而 不 动 点 的 惟一 性 也 
是 直接 从 算 子 A 的 压缩 性 得 来 的 . 

值得 注意 的 是 : 算 子 A 的 压缩 性 只 是 迭代 列 z, = Az,-1 收敛 到 
A 的 不 动 点 的 充分 条 件 ,而 非 必要 条 件 . 对 某 些 非 压缩 算 子 A ,迭代 
列 xz, = Azn-1 仍 有 可 能 收敛 到 算 子 A 的 不 动 点 z”. 

对 于 这 类 不 具 压 缩 性 的 算 子 ,我 们 仍 需 考虑 其 不 动 点 的 存在 惟 
一 性 .事实 上 ,uo - 弱 止 算 子 .zxo - 四 算 子 一致 wo - 加 算 子 这 三 类 
非 线 性 算 子 在 通常 的 距离 意义 下 是 非 压缩 的 ,并 且 它 们 也 不 是 连续 
算 子 ,这 三 类 算 子 的 四 性 一 个 比 一 个 更 强 , 对 其 不 动 点 的 存在 性 及 其 
通 近 的 探讨 十 分 重要 ,本章 以 及 下 一 章 则 主要 研究 这 几 种 不 具 压 缩 
性 的 凹 算 子 类 的 不 动 点 理论 . 


$4.1 ”所 四 算 子 与 增 算 子 的 不 动 点 


本 节 先 引入 拟 四 算 子 的 概念 ,并 讨论 其 不 动 点 的 逼近 问题 ， 
定义 4.1.1 设 算 子 4A:[0,+co) 一 [0,+ %), 又 车 全 在 区 间 
[0, + ce) 上 严格 单调 减少 , 则 称 算 子 A 是 拟 目 算 子 . 
如 此 引信 的 拟 四 算 子 A 实际 上 是 一 个 函数 f(z). 
拟 止 算 子 的 几何 意义 是 :在 任 一 区 间 [f0,zoj] 上 ,f(zx) 图 像 中 的 
点 均 位 于 过 原点 (0,0) 与 点 (zo, jzo)) 的 直线 上 方 . 
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如 此 引入 的 拟 上 四 算 子 类 不 空 . 

例 4.1.1 定义 在 [0, + c2) 上 的 严格 目的 非 负 函 数 f(x) 是 拟 
四 的 . 

证 (1) 因为 /(z) 是 定义 在 [0, + ce) 上 的 非 负 函数 ,所 以 广 : 
[0, + co) 一 [0,+c), 且 0) 之 0. 

(2) 当 0< zi< zz 时 ,有 0< <1, 使 zi = Xx2z, 据 严格 四 得 

zi) = azz) = flAr2+ (1—-A).0] 
> Af(x2) + (1 -~ 4)f(0) 


之 Af (x2) = Ar2 2 


四 f(x2) 
= x1 


所 以 2 > 太 229, 故 /(z) 是 拟 四 的 。 # 

注 : 非 负 连续 四 泛 函 f;:K 一 [0, + 吕 ) ,所谓 四 是 指 :VY xz,y € 
K,0 达 A 三 1, 有 : 

fl2az + (1 -Ay 4Af(r) + (1 — 4)f(y). 

定义 4.1.2” 设 算 子 A:D 一 E, 其 中 吕 是 Banach 空间 EE 的 某 
子 集 , 若 zzz € D,zi 志 x2 入 Azi 二 Azz, 则 称 A 是 D 上 的 增 算 
子 . 

定理 4.1.1 设 A 是 连续 的 拟 四 算 子 , 且 是 增 算 子 . 若 A 具有 
正 的 不 动 点 , 则 对 任何 zo > 0, 作 和 迭代 列 :zu = Azs_i(n = 1,2,…) 
都 必 有 

| zx, 一 站 一 0(02 一 oo). 

证 车 0<zo 委 zz ”为 A 的 不 动 点 . 
因为 A 为 增 算 子 ,所 以 zt = Azo 委 Az* = 工 *. 
据 拟 四 性 有 : 
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所 以 zl = 4zo > zo; 故 zo< zi 扫 工 *. 
由 归纳 法 得 ZI<S Zn 大 工 ”. 

车 0 之 x” 过 zo; 类 似 可 得 之 ”入 x, 所 二 1 

总 之 , 友 代 列 jz | 是 一 以 xz” 为 上 界 或 下 界 的 单调 有 界 数 列 , 从 
而 必 有 极限 ,于 是 在 x, = Ax, -1 的 两 边 , 令 n 一 取 极 限 ,再 由 A 
的 连续 性 , 即 得 z” = Az ,从 而 有 xz, 一 z* 一 0(n 一 2).，# 

注 : 拟 也 算 子 A 不 仅 在 [0, + se) 上 可 以 不 满足 压缩 条 件 ,甚至 
当 A 在 不 动 点 zx” 附近 连续 可 微 , 且 A(z”) = 1 时 , 它 在 zx” 的 任 
何 邻 域内 均 不 可 压缩 .因为 这 时 我 们 总 能 在 z” 的 任何 邻 域内 选择 

on<2zZ <h(n=1,2,),a > ,Pr (一 co)， 
使 lim fe A 
由 上 式 必定 得 不 到 
1 4p. —- Aas| SollB, -all (OO<g<1). 

以 下 主要 讨论 非 线 性 增 算 子 A 至 少 存在 一 个 非 零 不 动 点 的 条 
件 .这 个 问题 的 解决 ,基于 如 下 一 种 简单 的 想法 :如 果 算 子 A 在 区 间 
《wuo, vo) 内 有 不 动 点 z* , 则 可 设法 取 较 z*“ 小 ”一 点 的 元 素 wuo, 根 
据 A 的 单调 性 ,构造 序列 

WU 
再 取 较 z"“ 大 ”一 点 的 元 素 v6, 再 根据 A 的 单调 性 ,构造 序列 
V0 之 1 之 V2 之 和 这 Wy 之 和， 

如 果 vw, -wu 一 0, 自 然 可 认为 通过 这 套 办 法 “ 压 挤 ” 出 算 子 A 的 一 个 
不 动 点 . 

定理 4.1.2 ”车 Banach 空间 EE 中 的 序 区 间 《uo, vo》 上 的 增 算 子 
A:(uo, vo) > 《uo, vo) , 则 要 使 A 在 (uo, vo》 上 至 少 存在 一 个 不 动 
点 ,只 须 满 足下 面 两 个 条 件 之 一 : 

(1) 锥 忆 正 规 , 增 算 子 A 全 连续 ; 

(2) 锥 卫 正 则 , 增 算 子 A 连续 . 
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证 ”因为 A 为 增 算 子 , 且 A:(xo,zo) 一 《ao,oo), 故 有 
uo Auwo, Avo 委 20. 
作 适 代 列 :zw = Au = Avn-1(n = 1,2,…), 则 有 
uu v1 vo. 

(1) 由 于 已 正规 ,因此 序 区 间 (《xo,vo)》 中 的 和 迭代 列 { ,| 依 范 数 
有 界 . 据 算 子 A 的 全 连续 性 , 必 有 子 序列 {x 上 存在 ,使 1Axw 上 即 
Hwatil 在 Cuo,vo) 中 收敛 , 故 ur1 一 (一 co). 显 然 

un SX Ev(n = 1,2,.). 

当 m>>n,+1 时 有 

OST Un ST ntl 
故 由 定理 3.3.1.(4 ) 知 
ze-unl NIz -unl, 
由 此 即 得 
zx = linnz， 

在 uw = Au-1 两 边 , 令 mr 一 % 取 极 限 ,注意 到 算 子 A 的 连续 
性 ,得 xz， = Az，, 故 A 在 (uo,wvo? 中 至 少 存在 一 个 不 动 点 >*， 

(2) 由 不 等 式 : 

uw 人 UU vo 
可 知 ,迭代 列 |u| 是 一 个 序 单调 且 序 有 界 的 点 列 ,由 锥 PP 的 正则 性 ， 
jr. EE 已, 使 lim zs = zxv， 因 序 区 间 《vo,vo) 为 闭 集 , 故 zx， E 
(wu0, vo). 

在 wu = Au,-1 的 两 边 令 n -> % ,再 注意 到 A 的 连续 性 ,得 到 
ZX， 二 Az，, 故 A 在 (uo,vo》 中 至 少 有 一 个 不 动 点 zx. # 

系 : 在 定理 4.1.2 的 条 件 下 , 若 更 设 算 子 A 在 《uo,wvo) 中 的 不 动 
点 惟一 ( 记 为 z), 则 以 任何 zo EE 《uo, vo) 为 初 值 , 作 友 代 xz，= 
4z 12 = 1,2,…) 都 有 

| z, 一 工 目 -一 0(2 一 co). 
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证 ”因为 xo 委 zxo 委 v0, 以 增 算 子 A 反复 作用 之 ,得 
ur Rv (n= 1,2,.…), 
已 证 得 lim wu = 工 ，. 同 理 可 证 : lim w = x*. 
由 假设 不 动 点 惟一 , 故 zx， = z* = Zz, 从 而 


lim ua = 一 lim wn = x， 
又 正则 锥 必 是 正规 的 ， 故 据 定理 3. 3.1.(5°), 即 有 
上 zz 一 并 上 一 0(2 一 co). 井 


注 :定理 4.1.2 并 未 限制 序 区 间 《wuo, wo 中 算 子 A 的 不 动 点 的 
惟一 性 . 

例 4.1.2” 取 Banach 空 间 玉 = RL, 取 锥 忆 = [0, +co), 则 据 例 
3.3.4 知 , 锥 P 为 正则 锥 , 令 


Ar = 工 十 方 sinz (zx € PP), 


则 此 算 子 A( 实 际 上 是 函数 ) 是 单 增 的 ( 因 其 导数 为 正 ) ,也 是 连续 
的 . 

若 取 (vo,zo》 = [也 ,从 ], 则 易 知 A 映 [ 于 ,下 ] 入 自己 ,满足 定 
理 4.1.2(2) 的 条 件 , 故 算 子 A 在 [于 ,从 ] 中 存在 不 动 点 .实际 上 , 算 


子 A 在 区 间 [ 素 , 广 x] 中 有 三 个 不 动 点 :r,2r,3r 

其 实 , 还 可 去 掉 定理 4.1.2 中 算 子 A 连续 的 假设 ,但 锥 也 的 性 质 
要 加 强 . 

定理 4.1.3 设 P 是 Banach 空 间 EE 中 的 强 极 小 锥 ,A:(《uo, vo》 
一 《xo, vo) 是 增 算 子 , 则 A 在 Cwo, vo) 中 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

证 令 D= izlu 人 zrz 志 vo,hAz 之 |， 
显然 wo € DD, 故 DD 非 空 .又 DD 是 有 上 界 的 (wo 即 是 它 的 一 个 上 界 ). 
于 是 ,根据 P 是 强 极 小 的 知 z = supD 存在 .显然 :wo 万 志 vo 

下 证 zz 是 A 在 (uo,vo》 中 的 最 大 不 动 点 . 

当 z ED 时 ,有 wo 声 zZ 世 区 志 vo; 从 而 
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uo < Auo < Ar < Ar < Avo < vo. 
因 Az 之 zx, 故 xz 志 Az, 因 此 Ax 是 D 的 一 个 上 界 ,所 以 z 声 Az, 由 
此 又 知 hz 达 A(Az), 从 而 Az € DD, 于 是 又 知 Az 委 工 , 故 得 4Az = 
zx. 显然 ,是 4A 在 (uo,vo) 中 的 最 大 不 动 点 . 
同 理 可 证 ， 
zo = intG(G = {zl ur vo,Az Sr) 
是 A 在 Cwuo,vo》 中 的 最 小 不 动 点 . 间 

关于 增 算 子 的 不 动 点 定理 ,以 及 建立 在 此 基础 上 的 一 些 解 法 ,是 
研究 非 线 性 问题 的 重要 的 基本 工具 之 一 .为 了 得 到 增 算 子 不 动 点 的 
存在 性 ,如 何 配置 增 算 子 应 满足 的 条 件 是 很 值得 研究 的 问题 . 

从 定理 4.1.2 与 定理 4.1.3 可 以 看 到 ,为 了 除去 算 子 A 的 连续 
性 条 件 , 而 将 锥 已 的 性 质 逐 步 加 强 到 强 极 小 , 曾 有 学 者 提出 如 下 问 
题 :在 不 要 求 增 算 子 A 连续 的 前 提 下 ,是 否 可 在 定理 4.1.3 中 把 锥 P 
强 极 小 的 条 件 减 弱 . 下面 我 们 就 来 考察 这 个 问题 ,为 此 先 建立 一 些 概 


人 


定义 4.1.3 ”大半 序 空间 和 X 中 的 任何 有 上 界 的 集 疡 都 具有 上 确 
界 supD , 则 称 X 为 强 极 小 的 半 序 空间 ; 

设 X 既是 半 序 空间 ,又 是 线性 空间 , 且 满 足 : 对 任何 zi,zzy,yt， 
2 EX, 若 zi 委 yizz 魏 都 有 

axi + Br < ay1 t By,, 

其 中 a ,8 为 非 负 实数 , 则 称 X 为 半 序 线性 空间 . 

定理 4.1.4 设 Xi 为 半 序 空间 , X2 为 强 极 小 的 半 序 空间 , 《wo， 
v0) 性 Xi1,f:《uo,v0) 一 Xz 是 增 算 子 ,K :Xs 一 XX! 是 增 算 子 , 令 A 
= Kf, 如 果 


uo Auo, Auoo 委 0， (4.1.1) 
则 算 子 A 在 (wo, wo》 中 必 有 最 大 不 动 点 和 最 小 不 动 点 . 
证 令 D= {zluo 志 x vo,z Ar), 
由 (4.1.1) 式 知 uo € 了 ,所 以 也 是 非 空 的 . 令 
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Di = {f(zx)|zr€ DICX,, 
则 F(xo) E Di, 所 以 Di 是 非 空 的 .又 对 任意 yE Di ,存在 zeE DD， 
使 得 f(x) = y, 因 为 x vo,f 是 增 算 子 , 所 以 y = F(z) 委 Foo)， 
从 而 Di 有 上 界 .因为 X; 为 强 极 小 的 半 序 空间 ,所 以 Di 的 上 确 界 存 
在 , 令 y”= supD1i, 则 
fluo) < yy” Sf(vo0). 

记 xz”= Ky” ,由 KK 是 增 算 子 及 (4.1.1) 式 知 : 
uo Auo = Kf(uo) Er” = Ky” < Kflvw) = Avo < vo. 

下 证 z ”是 算 子 A 在 (uo, vo》 中 的 不 动 点 . 

首先 ,x” 是 万 的 上 界 . 事 实 上 , 当 z ED 时 ,f(z) 达 y*, 则 

xzAr= Kf(z)= Ky" = rx; 

其 次 z”E€ DD. 事 实 上 , 当 xz€D 时 ,有 f(z) 二 f(z *), 因 为 
2” 是 Di 的 上 确 界 , 得 出 y” 委 FLz ") ,又 因为 氏 是 增 算 子 ,所 以 
玫 y》“” 委 民 F(z ), 即 z 委 4z ,从 而 z ED, 所 以 zx* 是 吕 的 上 
确 界 .又 因为 xz” 二 Ax* ,A 是 增 算 子 , 所 以 Ar* 之 A(Azx*), 即 
Ar” ED. 故 得 Azx* 这 x* ,从 而 Azx” = x*. 所 以 zx* 是 A 的 一 个 
不 动 点 ,显然 z” 是 算 子 A 在 《uo, vo) 中 的 最 大 不 动 点 . 

同 理 可 证 ， 

xz» = inG(G= {zluozrR vo,ArRr| 

是 算 子 A 在 《uo,vo》 中 的 最 小 不 动 点 . 间 

更 进一步 ,我 们 还 有 下 面 的 定理 . 

定理 4.1.5 ” 设 Xi 是 半 序 线性 空间 , Xs? 是 强 极 小 的 半 序 空间 ， 
《wo0; v0) 性 XI1, i:《uo,v0) 一 X2 是 增 算 子 ,Ki : X2 一 Xi 是 增 算 子 
(1 = 1,2), 令 

A= Kifi+t+ Kzfz, 
如 果 
zt0<sAxzo， Avo 委 0， (4.1.2) 
则 算 子 A 在 4xo, wo》 中 必 有 最 大 不 动 点 和 最 小 不 动 点 . 
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证 令 D= {rluzr 人 vw,r Ar), 
由 (4.1.2) 知 wo € D, 故 D 是 非 空 的 , 令 Di = 用 1(D), 那 么 Di CC 
Xz, 且 fi(wuo) E Di, 所 以 DD 也 是 非 空 的 .又 对 任意 的 xz E 也,z 魏 
vo, 由 fi 的 单调 性 知 , 广 (z) 委 方 (uo) ,从 而 Di 有 上 界 , 由 于 X2 是 
强 极 小 的 , 故 Di 有 上 确 界 . 记 y1 = supDi. 
同 理 可 知 :车 D2 = f2(D), 则 DC XX, 也 是 非 空 的 且 有 上 确 界 ， 
记 y2 = supD，. 令 
rx” = Kiyi + K2y2, 
则 xz* € Xi, 有 fi(wo) Sy fi(vo), 
flu0) < 2 fo(vo), 
由 K1,K 的 单调 递增 性 知 : 
Kifi(luo) < Kiyi < Kifi( vo), 
K2f2(u0) < K2yz 委 Ks fal v0). 
由 Xi 是 半 序 线性 空间 及 (4.1.2) 式 知 
uo < Auo = Kifi(luo) + Ksfol uo) 
< Kiy1 + 天 2y2 
< Kifi(vo) + Kfol vo) 
= Avo 委 vo, 
所 以 wo 过 工 * 志 wo. 
下 证 xz“ 是 算 子 A 在 (uo,vo) 中 的 不 动 点 . 
首先 ,xz* 是 DD 的 一 个 上 界 .事实 上 ,对 任意 的 zx E D, 有 
fi(z)y, fr), 
由 K1, K2 是 增 算 子 知 : 
Kifi(z) Kiy, 开户 (z) < K2y, 
利用 Xl 是 半 序 线性 空间 的 性 质 知 : 
xzEAr= Kifi(r)+ Kfo(r)SE Kiy + Ky = 工 ”， 
所 以 x” 是 了 的 一 个 上 界 . 
其 次 z” EDD, 因 为 对 任意 的 z € DD, 由 i 和 fo 是 增 算 子 得 
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f(z) fi(r’), f(r) f(r ), 
又 yyz 分别 是 fi1(D) 和 f(D) 的 上 确 界 ,所 以 
yh(r), Ef(r’), 

从 而 Kiyt < Kifi(z’*), Ky Kyf(r"), 
于 是 Kiy+ Ky SE Kifi(rx’)+ Kfolr’), 
即 z* 过 Az* ,所 以 xz" EDD, 得 出 z* 是 D 的 上 确 界 . 

又 因为 A 是 增 算 子 ,而 xz "三 Az” ,所 以 Az 这 A(Axz*), 从 
而 Azr”" ED, 即 Azx* 达 xz*, 于 是 zx” = Azx*, 即 zx* 是 A 的 一 个 
不 动 点 ,显然 xz” 是 算 子 A 在 《uo,vo》 中 的 最 大 不 动 点 . 

同 理 可 证 : 

zx* = inG(G= {ziuzre vo,Ar rz)) 

是 算 子 A 在 (uo,vo) 中 的 最 小 不 动 点 . # 

定理 4.1.6 设 Xi 是 半 序 线性 空间 ,X2 是 强 极 小 的 半 序 空间 ， 
《xuoy v0) C Xi 上 请:(xoyuo) 一 X2 是 增 算 子 ,K;:X, -> XI 是 增 算 子 


(i = 1,2,…,n), 令 A = > Kj; ,如 果 
uo SS Auo, Avo Vo, 
则 算 子 A 在 《4uo,wvo》 中 必 有 最 大 不 动 点 和 最 小 不 动 点 . 

证 ” 仿 定 理 4.1.5 的 证 明 可 得 . # 

注 :定理 4.1.4、 定 理 4.1.5 与 定理 4.1.6 均 是 定理 4.1.3 的 推 
广 , 对 Xi 不 要 求 具 有 拓扑 结构 ,也 不 要 求 它 是 强 极 小 的 ,特别 地 ,在 
定理 4.1.5 和 定理 4.1.6 中 , 若 Xi 是 半 序 加 群 ,定理 的 结论 也 成 立 . 

将 上 述 定 理 具体 应 用 于 下 面 的 积分 方程 , 则 有 

例 4.1.3 考察 Hammerstein 型 积分 方程 : 

p(x) = Jaz) f(y, pl))dy + | 22,3) f(y 9(9))dy. 
(4.1.3) 
令 Ag(z) = | h(x, 9) fy, gy))dy 
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+ (zy)P(yp(y))dy， 

我 们 假设 : 

(Hi) fi(z ,wu)(i = 1,2) 关于 是 递增 的 , 且 满 足 Caratheodory 
条 件 : 

(1) 对 点 集中 几乎 所 有 的 x, F(z,x) 是 zx 的 连续 函数 ; 

(2) 对 每 个 ,f(z ,wu) 是 工 的 可 测 中 数 . 

(五 :) 存在 uo,vo E Cro,] 以 及 1 和 p< 之 + coco, 使 得 wo 志 wo， 
fiuo E Lo fivoo € Lfonli = 1,2),B wo & Auo, Avo SS wo; 

(Ha)A(zy)G=1,2):[0,1]x[0,1] 一 及 是非 负 函数 ,并 且 
积分 方程 


Kg(z) = | (zy)9(y)dy (= 1,2) 


映 Lf0,1] 人 Cro,1]. 

则 算 子 A 在 Cio. 中 必 存 在 不 动 点 , 即 方程 (4.1.3) 必 有 定义 于 
[0,1j 上 的 连续 解 . 

证 令 Fep(z)= zyp(z)) (i =1,2), 那 么 A = KiF!+ 
KzF, 由 (Hi) 知 Fi,F2 是 增 算 子 ,由 (万 3) 知 Ki1, Ks 也 是 增 算 子 ， 
i, 下 上 映 《uo,vo》 入 Lf0,1,Ki,K2 映 Lf0,1] 入 Cro,1]; 而 Lo,n 是 强 
极 小 的 半 序 空间 ,Cro,1] 是 半 序 线性 空间 .由 定理 4.1.5 知 ,A 在 (wo， 
vo) 中 有 最 大 不 动 点 与 最 小 不 动 点 , 即 (4.1.3) 式 在 [0,1] 上 有 一 个 
连续 的 解 . 间 

我 们 还 可 在 将 增 算 子 A 连续 的 条 件 稍 作 减弱 的 情况 下 ,讨论 其 
不 动 点 问题 .为 此 , 先 证 下 述 引 理 : 

引 理 4.1.1 (Asoli - Mazur 2) 设 书 是 实 赋 范 线性 空间 五 中 的 
上 同 集 , 若 忆 在 FE 中 是 闭 集 , 则 对 Y xo 入 卫 , 必 存在 fo E E*( 即 有 是 
连续 线性 泛 函 ) ,使 

supfo( zx) < fo(zo). 

证 ”必要 时 只 需 作 一 平移 ,因此 不 妨 设 4 E 了. 
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设 inf z 一 zo‖ = “， 
因 P 是 闭 集 , 而 zo 冬 已 ,所 以 ac > 0. 令 
云 QQ 

Pi = YS(r,2), 


这 里 S(z,3) = |yly€EFE,|z-y| 三 他 | .那么 Pi 是 同 集 , 因 
为 如 果 zo € Pi,yo € Pi, 则 必 存 在 元 xz,y € 已 ,使 


1z -zol 地， | y— yol 过 7 


从 而 当 0 委 1 委 1 时 ， 
azot+ (1—A)yo -Ar—(1-— -i 
而 且 Mz+(I-AM)yEP. 因 0g6E Pi,zxo 多 Pi,; 所 以 Pi 必 有 一 形状 
如 Xl 二 Bro(0 < p< 1) 的 边界 点 ,只 需 取 
B = sup!{A 10 委 1) 委 1ArocE Pi 
就 够 了 ,因为 Pi 是 凸 集 , 令 
h(xz)= inflo | po > 07 € Pi|， 
那么 h(ar) =|1a 1 h(xz), 并 有 旦 因 
之 C Pi, 之 EP， 
O o 


之 工 十 y ,之 
pto + p p+ 


从 而 不 难看 出 


“EP, 


A(z + y) 魏 的 
又 因 S(0 ,< 了) CPP 可 知 h(z) 声 乞 | zl. 
如果 E Pi ,那么 < 并 且 


h(xo) 一 Li (zi ) 二 工 > 工 . 


B B 
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对 于 线性 子 空间 
El!= {zlz= Yr,-®<y<+%|}, 
fi( Yr1) 三 7Y 是 定义 在 Ei 上 的 线性 泛 函 ,并 且 在 El 上 fi(z) < 
hi(z). 据 Hahn 一 Banach 定理, fi 有 一 在 全 下 上 的 延 拓 Jo, 使 fo(xz) 
之 hh(z)(xz € E). 特 别 
fo(z) < zl, 
从 而 fo E E* ,并 且 
supfo( +) < supfo(x) < suph(r) 1< 三 = fo(xo). 间 
引 理 4.1.2” 设 PP 是 实 赋 范 线性 空间 E 中 的 凸 集 , 则 P 为 闭 集 
的 充 要 条 件 是 : 
Zn EP, lim f(xn) = f(zo)(f EE’*)—>ro EP. 
证 若 zxn>zo(n>%),fE E> lmf(zs) = f(x0) 
( 即 由 强 收敛 > 弱 收 敛 ) , 则 据 定 理 的 条 件 , 有 zo €E P. 所 以 PP 为 闭 
集 . 
反之 , 若 P 是 闭 集 ,x, € P, 且 对 Vf € E”*, limf(zx,) = 
f(zo) ,如 果 zo 入 PP, 则 据 引 理 4.1.1 知 ,存在 fo € E* ,使 
supfo(z) < folzo). 
lim fo .xn) 二 supfo( zx) < folzo), 
与 lim fol x;) = fo(zxo) 忒 盾 , 所 以 zo €E P. 井 
注 :在 弱 收 敛 的 意义 下 ,我 们 可 以 相应 地 得 到 空间 五 弱 完 备 、 弱 
紧 、 算 子 A 弱 连 续 等 概念 . 算 子 A 在 点 x € DD 弱 连 续 的 充 要 条 件 是 : 
对 Vx, ED,r -时 ,7 , 均 有 Az, > Ar(n — %)., 
引 理 4.1.3” 设 P 是 实 赋 范 线性 空间 E 中 的 凸 闭 集 , 若 下 是 弱 
完备 的 , 则 已 也 是 弱 完备 的 . 
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证 ” 设 tzo} 是 PP 中 的 Cauchy 点 列 , 则 |z,| 自然 也 是 EE 中 的 
Cauchy 点 列 , 因 下 是 弱 完 备 的 , 故 和 z,| 在 弱 收 敛 意义 下 的 极限 点 zo 
EE. 

对 VFAEE* ;lim f(x) = f(z0), 因 PP 为 凸 闭 集 ,由 引 理 4.1.2 
知 , 有 zo € P, 故 PP 是 弱 完 备 的 . # 

下 面 我 们 不 加 证 明 ,直接 给 出 著名 的 Schauder 不 动 点 定理 ,以 及 
Schauder 一 Thnxonos 不 动 点 定理 . 

引 理 4.1.4 (Schander 不 动 点 定理 ) 设 D 是 Banach 空间 已 中 
有 界 凸 闭 集 (万 不 一 定 有 内 点 ) ,4 :D 一 互 全 连续 , 则 A 在 D 中 必 具 
有 不 动 点 . 

系 1: 识 吃 是 EE 中 凸 紧 集 ,A:D 一 DD 连续 , 则 算 子 A 在 DD 中 必 
具有 不 动 点 . 

系 2: 设 吃 是 EE 中 屿 闭 集 ,A:D->DD 连续 ,并 且 A(D) 是 相对 紧 
集 , 则 A 在 D 中 必 具 有 不 动 点 . 

注 1: 当 玉 是 局 部 上 同 线 性 拓扑 空间 时 , 系 1 的 结论 也 成 立 , 这 就 是 
Schauder - Tnxonos 不 动 点 定理 . 见 文献 [13]. 

注 2: 定 理 4.1.2(1) 还 可 作 如 下 的 简易 证 明 ， 

因为 P 为 正规 锥 , 故 序 区 间 《wuo, vo) 是 有 界 山 闭 集 .又 A 为 全 连 
续 算 子 , 映 Cuo,vo》 人 入 自己 中 的 列 紧 集 , 据 引 理 4.1.4 系 2 即 知 , 算 子 
A 在 序 区 间 《wuo, vo》 中 必 具 有 不 动 点 ， 间 

定理 4.1.7 设 P 是 弱 完 备 的 赋 范 线性 空间 E 中 的 正规 锥 , 且 
E 中 的 单位 球 弱 紧 .又 设 序 区 间 《uo, vo》 上 的 增 算 子 A: 《wo, v0》 一 
《zu0, v0), 且 A 为 弱 连 续 算 子 , 则 A 在 《uo,wvo》 上 至 少 存在 一 个 不 动 

证 ” 因 A 为 增 算 子 , 自 A:《uo,v0) -一 《xzoyvo》, 故 

uo Auo, Avo RR vo, 
记 z = Aus-is vn = Avn-1(n = 1,2,…), 则 有 
wu v1 vo. 
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因 锥 己 是 正规 锥 , 故 序 区 间 《zxo,vo? 是 有 界 凸 闭 集 . 又 因 单 位 球 
弱 紧 ,所 以 有 界 凸 闭 集 (vo, vo) 也 弱 紧 . 当空 间 弱 完备 时 , 据 引 理 
4.1.3 知 , 凸 闭 集 (xo,vwo)》 弱 完 备 . 于 是 弱 连 续 算 子 A 映 弱 紧 、 弱 完 
备 凸 集 (xo, vo)》 人 自己 , 据 推 广 的 Schauder - Taxonos 不 动 点 定理 
知 ,A 在 (uo,wo》 中 至 少 有 一 不 动 点 . 间 

我 们 还 可 在 保留 增 算 子 A 的 连续 性 条 件 下 ,让 A 再 满足 一 个 新 
条 件 ,而 将 对 锥 P 的 所 有 限制 都 去 掉 ,这 从 减弱 锥 P 条 件 的 方向 证 
明了 增 算 子 不 动 点 的 存在 性 . 

定理 4.1.8 设 P 是 Banach 空 间 玉 中 的 一 个 锥 ,A:(wuo,vo) 一 
《wuo, v0) 连续 且 是 增 算 子 .此 外 设 算 子 A 满足 : 

Azx» — Azxm > 7( | x1 — zx || ) wo, 

其 中 ;n> ,zn = Arz lz E (ug,v0) (n = 1,2,…). wo 是 锥 P 
中 某 固定 的 非 零 元 素 ,而 1(r) 是 关于 正 数 > 的 不 减 的 正 连续 函数 ， 
则 算 子 A 在 (wxo,vo)》 中 至 少 存在 一 个 不 动 点 . 

证 ”考虑 迭代 列 :w, = Au lu = Am (ma = 1,2,.…). 

由 于 A 为 增 算 子 , 有 A:《uo, v0》 一 > (uo, v0》， 
故 必 有 : ug Auo, Avo vo, 
且 wu wo. 

下 证 左 半 部 的 迭代 序列 : 

UUSWR Ru vo, 

即 和 wu 收敛 ( 亦 即 证 | ,1 依 范 数 收敛 ). 

用 反 证 法 . 设 序列 11 不 收敛 , 则 可 选 出 子 列 ; 

Un SU EU RR 0) 

使 | — unl 2 70 > 0 (= 1,2,.). 
令 7(ro) = so > 0, 据 已 知 条 件 有 : 

Un 之 tt Ar 之 Au s+ 7 us — wa, | )wo 

之 Ar + (70) wo = tn ,+1 + E0Ww0 


之 zt + eoro0， 
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即 Un, 之 Un, + e0wo, 


从 而 当 2 三 工时 ,zx 之 xm 十 E0Y00， 


当 ; = 3 时 ,un, 之 Un, + e0w0 之 xn + 2e0wo. 


类 推 即 得 
Un, 之 uns 十 ieowo(i = 1,2,.…). 
由 于 
xz0 委 2 入 委 如 < 委 … 委 0， 
故 
vo 之 Un,, 之 un, + ze0Yw0- 
由 锥 的 定义 知 
vo -zxn — ieowo € P, 
V0 Un 
又 因 ieo > 0, 故 jeo “—woEP. 


因 ; 可 取 一 切 自然 数 , 在 上 式 中 令 i 一 + 吕 , 则 得 一 wo € 忆 , 从 而 wo 
= 9 与 已 知 wo 为 PP 中 某 固 定 非 零 元 矛盾 ,因此 迁 代 序列 {4,1 收 化. 

设 收 敛 点 为 xz、, 则 有 z= limw ,显然 ur 人 Two rz、 
€ 《uo;v0) .在 wu = Aun-1 两 边 , 令 n 一 % 取 极 限 , 再 由 算 子 4 的 
连续 性 , 即 得 z。= Az、. 

同 理 可 证 右 半 部 的 迭代 列 : 

uw vn v0 

即 1v,1 收敛 , 记 其 收 和 敛 点 为 zx”, 则 工 ” = limv,, 此 时 也 有 x”E 
《uos;v0); 且 zx” = Ar ”， 

因此 算 子 A 在 (xo,vo)》 中 至 少 有 一 个 不 动 点 . 间 

另外 ,我 们 还 可 按 如 下 方式 来 减弱 锥 已 的 条 件 : 

定理 4.1.9 ” 设 (wo,vo) 为 具 锥 已 的 Banach 空间 E 中 的 序 区 
间 , 算 子 A 为 连续 的 增 算 子 , 且 A 映 (wuo, vo 和信 自 己 的 一 个 紧 子 集 ， 
则 A 在 《uo,wo》 上 至 少 有 一 个 不 动 点 . 
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证 ”同样 ,考虑 迭代 列 : 
Un = Aunls vn = Avni(n = 1 2 ……)， 
由 于 A 为 增 算 子 , 且 映 (uo,vo》 信 自己 , 故 必 有 : 
WS 

由 于 象 集 A(wo,vo) 为 紧 集 , 故 点 集 { | ,iu 也 为 紧 集 , 从 而 它们 
均 收敛 .再 由 算 子 A 的 连续 性 可 知 , 它 们 收敛 的 极限 即 是 A 的 不 动 
点 . 间 

注 : 在 定理 的 假设 条 件 下 , 象 集 A《wuo, vo) 为 紧 集 ,可 用 At《uo， 
v0 为 紧 集 来 代替 (其 中 是 一 个 大 于 1 的 正 整 数 ) ,定理 的 结论 仍然 
成 立 . 

以 下 再 引进 拟 正规 锥 的 概念 ,用 它 来 确定 Banach 空间 EE 的 半 
序 . 在 半 序 空间 互 中 ,给 出 一 些 关于 增 算 子 的 不 动 点 定理 . 

定义 4.1.4 设 巨 是 Banach 空 间 , 己 是 五 中 的 锥 ,如 果 存 在 满足 
了 (0) = 0 的 连续 增 函 数 ,使 Yrx,y €E P,0 壹 zx 三 y, 有 jz 过 
f(y 有), 则 称 锥 是 拟 正规 的 . 

注 :显然 ,正规 锥 一 定 是 拟 正规 的 . 

在 以 下 这 部 分 内 容 中 ,EE 表示 由 拟 正规 锥 PP 来 确定 半 序 的 半 序 
Banach 空间 . 

引 理 4.1.5 ” 设 P 是 拟 正规 锥 ,IM 是 EE 中 的 全 序 子 集 , 则 M 上 
的 范 数 拓扑 与 弱 折 扑 等 价 . 

证 ”只 需 证 M 中 的 闭 集 一 定 是 M 中 的 弱 闭 集 . 

设 品 为 M 中 的 闭 集 , {zs1a € A| CD 是 一 个 网 ,在 弱 拓 扑 下 
网 收敛 于 某 zo € M ,如 zo 也 , 则 由 于 DD 为 闭 集 , 故 

d = d(xo,D) >0， 
令 {zs lBEBI= |z la€ A,z, > ao0l, 
{zx, ir€ECIl= {x la€E A,z, rol, 
则 {zg 18E€B) 与 1zx, 1 rE€ Cj 中 至 少 有 一 个 是 {zx,。 laE 4 的 子 
网 . 
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不 妨 设 zg 1 8 € Bi 在 弱 拓扑 下 网 收敛 于 zo, 对 每 个 PE B, 令 
Foe= {rE€EEIzS zrpl, F = VfFe, 
易 见 下 为 凸 集 ,从 而 下 在 范 数 拓扑 下 的 闭 包 开 是 弱 闭 的 ,因为 ze € 
Fp CF 下 ,1zxg 1 BE BI 在 弱 拓 扑 下 网 收敛 于 zo, 故 zoE FF. 
另 一 方面 ,固定 BE€ B, 当 x EE Fg 时 ,有 
0 过 XxX- XoRzr- zo. 
由 于 已 是 拟 正 规 锥 , 故 存在 满足 F0) = 0 的 连续 递增 函数 A(z) ,使 
得 
| xg — zolll ff | x ~— zoll ). 
由 于 ze € D,zxo DD, 故 
| xa— xol 宇 dq>0. 
由 于 单调 连续 函数 的 反 函 数 一 定 存在 , 且 单 调 连续 , 故 有 
zz-zoll2f (Dz - zol)f (ad)>0. 
Vx € Fad(zo,Fg) 之 /1(4), 故 
d(zo,f) 宇 f° (d), 
从 而 
d(xzo,F) 之 /(4)>0. 
这 与 zo € 下 相 矛 盾 , 故 zo E DD, 从 而 也 为 弱 闭 集 . 间 
引 理 4.1.6 车 已 是 拟 正规 锥 , M 是 EE 的 全 序 子 集 , 则 M 列 紧 
的 充分 条 件 是 M 弱 列 紧 . 
证 M 列 紧 , 则 M 一 定 弱 列 紧 . 反 之 , 设 M 是 弱 列 紧 集 ,| zj 
为 M 中 的 任 一 序列 ,由 M 弱 列 紧 , 知 jz 上 必 有 弱 收 敛 子 列 1z1, 设 


> zo EE, 从 而 1z, | 也 是 弱 基 本 列 ,| zu | 必定 依 范 数 收敛 于 


z0, 故 M 列 紧 . 六 
引 理 4.1.7 ” 设 忆 是 拟 正规 锥 ,|x,| 为 E 中 的 全 序 点 列 ,| zx, | 
为 zs] 的 全 序 子 列 , 如 果 zs 一 (i 六 9), 则 zz (n 玉 0%0). 
证 不 妨 设 zj! 牵 z2 迄 … 世 zx, 牵 … 为 EE 中 的 全 序 点 列 , zx, | 
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为 1zo| 的 全 序 子 列 ,z 一 了 ,显然 了 之 全 = 二 2 ) 当 7 > 
ni 时 ,有 
Or rhnRRI 一 Zr， 
故 | ze- zml SA Nz -zx ll) 
又 因 当 ;一 ce 时 ,z， - zx 一 0, 由 于 了 连续 , 帮 有 
Tx — Xm ”0(m— %), 
即 xz, 一 zl(n 一 00)，# 
引 理 4.1.8 ” 设 忆 是 拟 正规 锥 ,|x,1 是 五 中 的 全 序列 , 则 一 
zo 的 充 要 条 件 是 x, 一 > zo 


证 ”必要 性 显然 ,下 证 充分 性 . 因为 x, > zo, 故 |z,| 是 弱 列 
紧 集 ,由 引 理 4.1.6 知 |z,| 也 是 列 紧 集 , 故 有 收敛 子 列 |z, |}. 设 xz。 
一 过 xx, 由 引 理 4.1.7, 有 zz 一 zy) 故 z 一 rr 又 一 Z0 所 以 工 x 
= zo0. 因 此 xz, 一 xo(n 一 00).， 井 
引 理 4.1.9 ” 设 P 是 拟 正 规 锥 , 则 E 中 任何 区 间 《z1, zz 有 界 . 
证 ” 当 xz E€ 《zi,Zx2) 时 ,有 
0 过 zr-zrlRRr— Xl. 
由 于 忆 是 拟 正规 的 ,从 而 
lzl 和 有 lz-zl+lzal 
< Allzz -zl+tllzl)= 常数 ， 
故人 zi,z2》 有 界 . 并 
注 : 引 理 4.1.5, 引 理 4.1.6 与 引 理 4.1.8 分别 是 文献 [36] 中 征 
理 1.3 及 其 推论 的 推广 . 
定理 4.1.10 设 4:(xo,zoy 一 开 为 增 算 子 , 上 且 A 将 uo, vo》 
中 的 闭 集 映 为 刁 中 的 闭 集 ,又 
uo Auo, Avo 和 过 vo, 
而 = Au i vi = 二 Avn_1(7 =1,2…). 若 iu io 均 有 收敛 子 
列 , 则 A 在 Cuo,wo) 中 有 最 大 不 动 点 xz" 与 最 小 不 动 点 这 , 且 1im rn 
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= z+, lim vw 三 工 ”. 
证 设 iwoj 的 收 合子 列 为 un} ,ws 一 ,1 vw] 的 收 盆子 列 为 
[ww jw 一 荆 ”, 由 引 理 4.1.7, 有 
Un > Ts VI. 
设 S = |zoyziyz2 Uns, Tn), 
由 于 A 将 闭 集 映 成 闭 集 , 故 
AS = |4uo,AuiAui Ar Ar ,| 
一 [aa yz2ya3 al Ar 
为 闭 集 , 且 lim zw = zy 收 迷 vv E AS， 
且 xz, 之 ;因此 Az 之 ui(n = 1,2,…)，, 
所 以 Xx 一 Arv. 
同 理 可 证 Az” = 工 *， 
下 证 zx 与 x” 分别 为 A 在 (uo,vo》 中 的 最 小 与 最 大 不 动 点 . 
设 uo 声 工 志 vo,Ax = 工 .由 于 4 为 增 算 子 , 故 
Auo 志 Az Avo， 即 1 所 区 和 i， 
再 以 A 作用 之 ,得 ws 过 工 二 vs, 继 续 下 去 ,有 
Un TR Ys 
令 nn 一 oo 取 极 限 , 故 有 Tx ILLI*. ## 
定义 4.1.5 设 已 ,E2 为 Banach 空间 ,A :Fi -> EF; 称 为 闭 算 
子 , 当 且 仅 当 , 对 任 取 的 {x,1 CC D(A ) 满足 条 件 : 
(Dr > r(x € El); 
(2)4z > y(y €E Ez), 则 zxz €E D(A), 有 fy = Ax. 
定理 4.1.11 设 P 为 拟 正规 锥 ,A:(uo,vo) 一 瑟 为 闲 的 增 算 
子 , 且 
uo Auo, Avo 委 v0， 
而 wi = Au io 二 Avn_1(n =12……). 若 lz 上 lw 均 有 聚 点 ， 
设 为 z* 与 zx" , 则 A 在 (uo,vo 中 有 最 小 不 动 点 xz, 与 最 大 不 动 点 
104 


x", 上 且 xz， = limus ,zx* = lim vw. 

证 ”由 定理 4.1.10 的 证 明知 : 

Un> rr Vr (n— 0°%). 

由 于 A 为 闭 算 子 ， lim Au, = limaunt1 = = zxv， 故 zx* = Ax、. 

同 理 可 证 z” = Axr”*. 

用 与 定理 4.1.10 相同 的 证 法 ,可 证 得 xz、 ,x* 分 别 为 A 在 《uo， 
vo) 中 的 最 小 与 最 大 不 动 点 . 提 

系 : 设 忆 为 拟 正规 锥 ,A:(uo, vo) 一 下 为 连续 增 算 子 ,是 

uo Auo, Avo & vo, 

又 tr = Au vy 二 Avs-1(n 三 1,2,), 若 ius1, [vi] 均 有 收 合 子 
列 , 则 AA 在 (wo,wvo) 中 有 最 大 不 动 点 x* 及 最 小 不 动 点 z* , 且 z” = 
lim vn ,zt * = lim wu». 

证 ”因为 D(A) = 《wo, v0) 为 闭 集 ,A 连续, 故 A 为 闭 算 子 , 定 
理 4.1.11 的 条 件 全 部 满足 .由 定理 4.1.11 知 ,A 在 (uo,vo) 中 有 最 
大 不 动 点 zx” 与 最 小 不 动 点 xz,, 量 x、= limu, ,x = lim mn， # 

定理 4.1.12 ” 设 P 为 拟 正规 锥 ,A :uo,vo) ~ 下 为 增 算 子 , 且 

uo SE Auo, Avo < 0， 

又 ws 二 Aun-1, vn 二 Avn-1(7 三 1,2,…), 若 fw} 有 收敛 子 列 , 且 ww 
-2 一 0(2 一 co)) 则 A 在 (xzo,vo) 中 有 惟一 不 动 点 zx* = lim wu = 
lim vw. 

证 设 {ws| 的 收 合子 列 为 {un1 ,zu 一 zx :由 引 理 4.1.7 知 za 
一 了. 由 于 ww 一 由 一 0 从 而 内 一 zv( 一 co), 易 见 

un SIx Rv (n= 1,2,.…), 

故 asArs 委 untl (n= 1,2,"), 
因此 zx， = Ax、. 据 定理 4.1.10 可 知 ,A 在 《uo, wo) 内 的 任 一 不 动 点 
工 均 满 足 : 
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由 于 ww -zi 一 0(a 一 co), 故 zx = xz. 因此 A 在 uo,wo) 中 只 有 
惟一 不 动 点 zx* , 且 工 ,= lim us = lim ww、 并 

定理 4.1.13 设 巨 为 自 反 Banach 空 间 ,A:(xoyuo) 一 为 二 
的 增 算 子 , 且 

uo SS Auo, 4vo 和 "0， 

则 A 在 (xo,vo》 中 有 最 大 与 最 小 不 动 点 . 若 还 有 四 一 us 一 0(n 一 
co) ,其 中 = Au im = Ava-i(n 二 1,2,…), 则 A 在 《uo,vo》 中 
只 有 惟一 不 动 点 . 

证 ”由 于 lw CCuo,vo),1v4| 《uo,vo), 由 引 理 4.1.9 知 ， 
(wo, v0) 为 有 界 集合 , 故 和 fu,1， {vw} 均 有 弱 收 合子 列 , 设 为 1u,1， 


[ww 上, 且 oo on -有 由 引 理 4.1.8 知 ,un -zs von 一 


Z .由 引 理 4.1.7 知 ,zw 一 zy 一 (1 一 co), 故 定理 4.1.11 的 
条 件 满足 .由 定理 4.1.11 可 知 ,x 与 z* 分 别 为 A 在 Cuo,wvo) 中 的 
最 小 与 最 大 不 动 点 .如 有 v; - zt 一 0(2 一 co), 则 有 z。，= xz*, 故 
A 在 (uo,vo) 中 只 有 惟一 不 动 点 .、 间 


$4.2 单调 wo - 弱 凹 算 于 方程 


定义 4.2.1 作用 在 具 锥 P 的 Banach 空间 互 上 的 算 子 A 称 做 
是 uo - 弱 止 的 , 若 30 关 zxoE PP, 使 得 
(1)Y9¥xzEP, 有 auo< ArEPBuo(a = a(z)>0,8= B(z) 
> 0); 
(2) 对 每 个 x EP, 只 要 aiuo 太 zBiuo(al = ai(x) > 0,B 
= Bi(z) > 0), 总 有 
ALtz) 之 14z (0 忒 1 声 有 ). 
注 : 从 定义 中 的 (1) 知 ,wo 一 弱 凹 算 子 必 为 正 算 子 , 且 在 wo - 弱 
四 算 子 定义 中 ,并 未 要 求 wo - 弱 止 算 子 是 连续 的 ,或 是 增 算 子 . 因 
此 ,uo - 弱 止 算 子 较 增 算 子 .连续 算 子 更 为 一 般 . 
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例 4.2.1 取 Banach 空 间 E = RI, 锥 已 = [0,+co),xo=1I 
EP. 对 非 负 自 变 量 有 定义 的 正 函 数 f(x), 若 在 每 个 区 间 [0, zo] 
上 ,f(z) 的 图 像 没 有 位 于 过 原点 与 点 (zo,f(zo)) 的 直线 下 方 的 点 
时 , 易 验 证 : f(z) 是 R! 中 的 wo - 弱 四 算 子 . 

例 4.2.2 ” 常 算 子 Ax 二 wo 也 是 uo - 弱 止 算 子 . 

定理 4.2.1 (uo - 弱 目 算 子 的 性 质 ) 

(1) 若 算 子 A 为 uo - 弱 四 算 子 , 则 对 Yc > 0, 算 子 cA 也 为 uo 
- 能 止 算 子 ; 

(2) 若 wo- 弱 四 算 子 A 又 为 增 算 子 , 则 算 子 4A"(n =2,3,…) 也 
为 uo - 弱 凹 算 子 和 增 算 子 ; 

(3) 设 A、B 均 为 xo - 弱 目 算 子 ,在 其 四 性 的 定义 中 ,共有 非 堆 
元 wo, 则 算 子 A + B 为 uo - 弱 止 算 子 . 

证 (1) 由 于 A 为 uo 一 弱 岂 算 子 , 故 了 90 隆 wo € PP, 使 对 VY9 
天 工 各 己 , 有 

alo 委 Ar 委 po (a= az)>0,8= P(r) >0)， 
于 是 有 caxo 委 ch4z 委 cBio (因为 c >0)， 
记 a = ca = ca (x) >0,8= op = cB (x) > 0, 则 上 式 为 
a uo (cA)z Bp wo. 
@ 对 每 个 x EP, 只 要 al (x)uo 寺 zz 和 Bi(r)uo, (al(z)， 
Bi1 (xz) > 0) 总 有 
A(ltr) 宇 tAz (0<1E1), 
两 边 同 乘 以 c > 0 得 
cA(t 红 ) 1cA)z +t € {0,1)], 
由 四 、@ 可 知 ,cA 为 uo 一 弱 上 四 算 子 . 

(2) 因 A 为 增 算 子 , 故 对 正 整 数 x 宇 2, A” 显然 也 为 增 算 子 . 

由 A 为 uo 一 弱 思 算 子 可 知 ,39 关 wo EP, 对 V90¥7XEP， 
有 

auo < Azx < Puo 
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(aa=a(z)>0,6=p8(Gr)>0)， 
显然 axo GE P, 且 auo 关 9, 故 jal = al (x) > 0, 使 
aiuo SA(auo). 

类 推 可 知 , Jj a,_1 = a,-1(x) > 0, 使 

an-1u0 SE A (auo), 
同样 也 有 3 Bi = 局 -1(x) > 0, 使 

A"-!1( Buo) 委 Br-1uo. 
由 A 的 单 增 性 ,有 : 

an_iuo SE A (au) < Az SA" (Buo) SB-iuo. 
@ 对 每 个 x € 已, 只 要 
ai (Tz)uo AAR (ru ai(z), pz) >0， 
类 似 地 ,只 要 
aa (rt)uo Az EP (zx)uo, 


an (Tuo Alzr CP, (rx)uo, 


其 中 a; (z),Pi (zx) >0 (i = 2,…,n), 总 有 
A"(tz) = A"™ I[A(tz)] 宕 AT'I(tAzr) = A [A(tAz)] 
宇 A"?[tA’z] 宇 … 之 thr (0D) 
(由 于 A ,A,…,A” 为 增 算 子 ). 
综合 四 .四 得 A"(a = 2,3,…) 为 uo - 弱 凹 算 子 . 
(3) 因为 A,B 均 为 uo - 弱 目 算 子 , 且 有 共同 的 非 零 元 wo. 
QDVYV9 关 x EP, 有 : 
aiuo < Az < Biuo, 
azu0 < Br 委 Bruo, 
其 中 a1,a2,B1, Pz 均 为 与 有 关 的 正 数 .将 上 两 式 相 加 ,并 记 a& = al 
+ a2; = Bi + 有 (显然 a,B 均 为 与 x 有关 的 正 数 ) 得 
auo (A+B)z& Puo. 
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@@ 对 每 个 z E 已 ,只 要 ai (z)z 委 工 委 房 (z)auo 
(aa (zx),Bi (xz) > 0) ,总 有 


A(tr) > tAr, 
Bli) SBr, ‘< [0,1], 
故 (A+B)(tzx) = A(1x) + B(i1z) > tAz + tBzr 


=t(A+B)r (0 委 上 上 委 1)， 

综 上 所 述 ,A + B 为 uo - 弱 四 算 子 . 井 

定义 4.2.2 设 玉 是 实 Banach 空 间 ,DCE,9E€D,A:D—>E, 
A9 = 09. 若 xo € D, 满 足 ro 隆 9,Azo = 4zx0,4 是 某 实数 , 则 称 4 是 
A 的 固有 值 ,xo 是 A 的 属于 ) 的 固有 元 . 

注 : 当 A 为 线性 算 子 时 ,固有 值 . 固 有 元 实际 就 是 特征 值 与 特征 
向 量 . 

众所周知 ,线性 全 连续 算 子 的 固有 值 至 多 可 数 个 ,而 属于 同一 固 
有 值 的 固有 元 (加 上 零 元 素 ) 构成 玉 的 子 空间 ,对 于 非 线 性 全 连续 算 
子 , 一 般 来 说 , 它 的 固有 值 构成 一 些 区 间 , 而 属于 同一 固有 值 的 固有 
元 一 般 不 构成 子 空间 (有 时 一 个 固有 值 只 对 应 一 个 固有 元 ). 

以 下 定理 告诉 我 们 ,单调 wo - 弱 凹 算 子 方程 Ax = Xz 相应 于 不 
同 固有 值 4 的 不 同 的 正 固 有 元 x 总 是 可 比较 大 小 的 ， 

定理 4.2.2” 设 4 是 具 锥 己 的 Banach 空间 天 中 的 zxo - 弱 凹 算 
子 , 同 时 又 是 增 算 子 . zl zz 是 算 子 方程 Ar = Xz 的 非 零 正解 , 且 它 
们 相应 于 不 同 的 参数 值 A 和 2 : 

Azl = Aix1, Azx2 = 42Z2， 

则 当 0< axA1<A)， 时 ,必定 有 :zi 实 x2. 

证 因 zi,zz € P, 由 于 算 子 A 为 uo - 弱 凸 算 子 , 据 wo - 弱 
止 算 子 的 定义 知 : 

al < Az1 E Piuo, 
a2u0 委 Ar TC Buo, 
其 中 Qa1,a2,B1, PB2 均 为 正 数 ,因此 : 
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> 
这 里 宛 多 > 0, 于 是 令 to = sup{t zl 二 让, 知 0< 1<+eco. 下 
证 2 之 工 , 
事实 上 , 若 to < 1, 则 由 zi 之 tox2 及 算 子 A 的 单 增 性 得 
Azrl 之 A(iozz) to € (0,1), 
再 由 算 子 A 的 止 性 知 : . 
A(toz2) 之 10Aza = 42t072， 
从 而 有 


人 2 
Z1 三 一 Azl 元 A(toza) 之 Ti tor2, 


由 于 ) > ) 及 ;10 > 0, 故 乱 t > to, 这 与 to 是 最 大 值 了 矛盾 ,因此 
ti0 之 1 工 . 

由 此 即 得 之 1 之 之 2 . # 

在 满足 上 述 定 理 的 条 件 下 ,我们 来 考察 序 区 间 (x,z1). 假定 4 


E (nz > 0), 可 以 证 明 算 子 A， = 3A 映 4z2,x1) 人 自己 . 
事实 上 ， Axx2 一 TAzx2 = 一 > 之 2， 


Aizl = Ax 二 Nr Sa. 

另外 ,车 A 为 增 算 子 , 则 对 任何 AE Gh, ,X42) , 算 子 A; 也 为 增 算 
子 . 这样, 我 们 在 证 明 算 子 A; 存在 不 动 点 时 (或 证 明 算 子 方程 Az = 
)z 存在 解 时 ) ,可 利用 定理 4.1.2. 而且, 从 定理 4.1.2 容易 推出 : 

定理 4.2.3 ” 设 单 增 的 wo - 弱 站 算 子 A 的 方程 

Az = Ax, 

对 于 参数 41,42( 其 中 0 < X41 < 42) 具有 非 零 正解 zc 和 zz. 

车 满足 下 列 条 件 之 一 : 
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(1) 锥 正规 , 算 子 A 全 连续 ; 
(2) 锥 PP 正则 , 算 子 A 连续 . 
则 算 子 方程 hz = AMz 对 所 有 4 €E 《41,42) 具有 非 零 的 正解 . 


$4.3 ”wo 一 种 算 子 及 其 不 动 点 定理 


从 定理 4.2.2 可 以 看 到 单 增 的 xo - 弱 止 算 子 对 应 于 不 同 固有 值 
的 固有 元 是 可 比较 的 这 一 重要 性 质 .但 对 应 于 同一 国有 值 , 它 可 能 有 
许多 不 同 的 固有 元 , 换 句 话说 , 单 增 的 uo - 弱 止 算 子 保证 不 了 对 应 
于 一 个 固有 值 仅 有 一 个 固有 元 ， 

例 4.2.1 所 定义 的 函数 就 是 单 增 wo - 弱 凹 的 ,但 对 某 个 固定 的 
固有 值 ,可 以 有 无 穷 多 个 固有 元 与 之 对 应 . 

为 使 一 个 固有 值 只 对 应 惟一 一 个 固有 元 , 自然 需 将 目的 条 件 再 
加 强 一 些 , 于 是 引进 所 谓 的 wo - 四 算 子 的 概念 .以 后 ,我 们 将 证 明 单 
增 的 uo - 问 算 子 的 固有 值 所 对 应 的 固有 元 在 一 定 条 件 下 是 惟一 的 . 

定义 4.3.1 设 P 是 实 Banach 空间 下 中 某 锥 , 算 子 4A:P 一 
P( 此 时 算 子 A 是 正 的 ,因为 APCP),wo> 9( 即 wo € P,wuo 关 9)， 
如 果 : 

(1) 对 于 任何 zx > 9, 都 存在 a = a (zx)>>0,8B= pp(z)>>0, 使 

auo SS Axz < Buo. 

(2) 对 于 任何 满足 aivxo 委 z 委 pixo 的 工 EP( 这 里 al = ai (x) 
> 0,B1= Bi(z)>0) 以 及 0<t<1, 都 有 w= w(xz,t) >0 存 在， 
使 

A(tr) 宇 (1 + 7)tAz, 
则 称 A 是 wo 一 四 算 子 . 

例 4.3.1 取 实 Banach 空间 EE = Ri, 锥 P= [0,+%),wuo = 
1 € P. 对 非 负 自 变 量 有 定义 的 正 函 数 f(z) ,车 在 每 个 区 间 [0, zo] 
上 ,f(z) 的 图 像 均 位 于 过 原点 和 点 (zo,F(zo)) 的 直线 上 方 , 则 
f(z) 是 R! 中 的 wo -种 算 子 . 

111 


证 (1) 若 zoE(0,+c), 因 zxzo) >0,xo = 1, 取 
a (zo) 二 B (zo0) 二 f(zo) > 0， 
关系 式 
a (zxo)uo = f(x0) = B (zo)uo 
自然 成 立 . 
(2) 只 要 zo € (0, + co), 取 al(zo) = Bi(zxo) = zo0; 则 zouo 
= zo = zouo, 对 每 个 : E (0,1), 有 tro EE (0,zo). 因 连接 (0,0) 与 


(zu, f(x0)) 的 直线 方程 是 : y = 0, 由 f(z) 的 图 像 特 点 即 得 
f(z0) > Am 
f(tzr0) 一 人 so， Xo 
取 0< 7(t,z0) 安 pre ， 


就 有 : Fitzo) tf(z0) + Hf(zo0) = (1+ 7)tf(zo), # 
据 此 可 知 ,前 述 的 拟 四 算 子 其 实 也 是 R! 中 的 uo - 四 算 子 . 
定理 4.3.1 (uo - 目 算 子 的 性 质 ) 
(1) 若 A 是 uo -四 算 子 , 则 对 Yec > 0,cA 也 为 uo -种 算 子 ; 
(2) 设 A 为 uo -四 算 子 ,B 为 wo - 弱 止 算 子 , 且 在 其 四 性 定义 
中 共有 非 零 元 wo, 则 算 子 A + B 为 uo - 四 算 子 . 
证 〈1) 仿 定理 4.2.1(1) 的 证 明 容易 得 证 . 
(2)Q@ 对 Yx > 9, 都 存在 al = al(z)>0,6 = Bi(x)>0, 
a2 = a2 (xz) > 0,p, = Pa (x) > 0, 使 
aiuo < Axz & Biuo, 
a2u0 SE Bz & puo, 
故 (al + az)uo 人 (A+ B)z (P+ Bp)uo, 
记 c= al+az>0,6= Bi+ 6B; > 0, 故 上 式 即 为 
a uo A+B)zr 人 SP uo. 
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@ 对 任何 满足 cixo 委 z 委 让 xo 的 zxEPlcl=a(z)>0， 
所 = 所 (z)>0) 以 及 zE(0,1), 都 有 7 = n(x,t) >0, 使 得 
(A+B)(1r) 守 (1+ 7) Az + 1Bz,， 
要 使 
(1+ tArt+tBr2(l+ nt(A+B)zr (mn > 0), 
只 需 
nAz 之 mn(Azr + Bzr)， 


由 于 
Bz < pu < Az, 
从 而 若 要 
nAz 守 nl+ 名 )Az > > m(Axr + Bz)， 
只 需 0 < hn 志和 太 ， i 
故 确实 存在 中 = 二 二 碳 一 上 ! - > 0, 使 


(A+ DJ) 宇 (1+ nn)i(A + B)z, 
所 以 ,A + B 为 uo 一 四 算 子 、 间 
定理 4.3.2 ” 设 增 算 子 A 是 wo - 四 算 子 , 则 算 子 方程 Az = jz 
对 不 论 怎样 的 正 参 数 4 的 值 ,在 锥 三 中 不 含有 两 个 不 同 的 非 零 正解 . 
证 “” 设 对 同一 > 0 有 zi> 0,zz > 9, 使 
Azi = Ar, Azxr2 = Ars, 
由 算 子 A 的 wo 四 性 定义 中 的 (1) 知 


1 1 la 
Z1 = THAI 之 alt = 你 BB uo 
Qal 
二 TX2， 
Ba? 
于 是 , 令 如 = suplt | zi 字 trz| 知 :0 之 to <<+ %. 下 证 0 之 1. 
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事实 上 , 若 to < 1, 则 由 zi 之 tozxz 及 算 子 A 的 uo 一 四 性 (2) 可 
推出 : 
A(tozz) 之 (1+7)i04zz (7= 7(z,t) >0). 
由 算 子 4 的 单 增 性 得 


1 1 (1 + 7)t 
XT1 = AATI 之 A(tor2) 之 i Ax2 = (1 + 7)tox2, 


而 (1 + 7)to > to, 这 与 to 是 最 大 值 了 矛盾 , 故 to 守 1, 从 而 zl 守 x2. 
同 理 可 证 :zx2 实 zx, 故 x1 = x2. 并 
据 此 定理 即 知 , 设 增 算 子 A 是 uo - 四 算 子 , 若 算 子 A 的 方程 Ax 
= z 在 锥 P 中 有 非 零 解 , 则 它 是 惟一 的 .由 此 即 得 
定理 4.3.3 ” 设 和 A 是 uo 一 四 算 子 ,而 且 是 增 算 子 , 则 A 至 多 只 
有 一 个 正 的 不 动 点 . 
定理 4.3.4 ” 设 增 算 子 A 是 uo - 四 算 子 , 若 A 具有 正 不 动 点 
Zz” ,而 锥 忆 是 正规 的 ,那么 必 存 在 RR > > > 0, 使 
AzXr (rEP,O0< zl < 7 时 ), (4.3.1) 
Az 交 rz (z EP,|zl > RWH). (4.3.2) 
证 ” 先 证 


rz>0,Ar Xr 守 r*. (4.3.3) 
事实 上 ,由 wo 一 四 算 子 定义 (1) 知 


_ az) or， _a(Z) ,x 

工 之 Ax 宇 a(xz)uo 三 Plz”*) Plz )xo Bz ) A 
(x) . 
B(x") ~ 


于 是 令 to = suplt 1z 宇 坟 *|1, 知 0<io<+%. 下 证 to 之 1. 阁 不 
然 to 过 1, 则 由 wo 一 四 算 子 定义 (2) 知 , 3 m0 > 0, 使 
TArt 守 A(tor’)>(1+ ytoAr’ = (1 + yo)tor’, 
这 显然 与 to 的 定义 矛盾 ,于 是 io 之 1, 故 zz 之 x” ,从 而 (4.3.3) 式 成 
立 . 
同 理 可 证 : 
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>>0,Ar 宇 TTI. (4.3.4) 
令 r= inflz+zr’l , 则 > > 0( 因 若 > = 0, 则 3 zx, € PP, 使 
上 z+z* 上 一 0, 从 而 zz 一 - x” EP, 这 与 ”> 9 雍 盾 ). 于 是 如 
此 规定 的 x 满足 (4.3.1) 式 . 
事实 上 , 当 zxz EP,0<j|z| <r 时 , 必 有 zxz 尖 x*( 因 车 xz 之 
ZX , 则 z=z+tx*,z=z-x* 之 0, 从 而 上 z= |z+zx*| 
宇 7), 于 是 由 上 述 x > 0,Az 过 x 入 zx 宇 x* 式 知 Az 起 工 . 
由 于 锥 P 是 正规 的 ,， 故 序 区 间 (9,zx*〉 有 界 . 令 尺 = 
sup |‖z | , 则 此 尽 即 满足 (4.3.2) 式 .事实 上 , 当 zEP,lzl> 


bo<x<x 
RR 时 , 必 有 工 访 tz", 故 由 (4.3.4) 式 即 知 Az 尖 x. 间 
注 :条 件 (4.3.1) 式 与 (4.3.2) 式 即 所 谓 的 “ 锥 压缩 ”. 利用 不 动 
点 指数 理论 可 以 证 明 : 若 算 子 A 还 是 全 连续 的 ,那么 条 件 (4.3.1) 式 
与 (4.3.2) 式 就 保证 了 A 具有 正 不 动 点 .因此 , 增 的 全 连续 xo -四 算 
子 具 有 (惟一 ) 不 动 点 的 充分 必要 条 件 是 它 是 锥 压缩 的 . 
定理 4.3.5 ” 设 增 算 子 A 为 uo - 凹 算 子 , 且 锥 P 为 正规 锥 ,又 
若 算 子 方程 hz = z 在 锥 P 中 有 非 零 解 z” , 则 迭代 列 z。 = Azx-1 对 
任何 非 零 初 值 zxo E P 依 范 数 收敛 到 方程 Ax = z 的 非 截 解 z 
证 ” 任 取 0<w<1, 令 
vo= tx , vl = Av, (n= 0,1,2,.…), 
iT ”= vo 和. 
令 p, = supfz | tz* 过 v1 ,很 明显 
0<iti= pp pl1l,，(4.3.5) 
又 
pz Sv (=0,1,2……)， 
我 们 来 证 明 
ie = 
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车 不 然 , 则 limp, = r<1(r 之 t1>>0), 于 是 由 A 的 wo 一 由 性 知 ,7 
> 0, 使 

A(rr’) 守 (1+ 7)rAr* = (1+ 7)rzr’, 
从 而 当 0 < 上 和 过 -时 ,有 

A(iz*) = A(2rz 过 二 4(mz*) > (1+ ir”, 

特别 地 ,有 

A(lprt’)(1t opr (n= 0,1,2.), 
由 px” 志 v, 及 A 为 增 算 子 知 ; 

Vntl = Avn 之 A(pnT*) 之 (1 + 7)psr*, 
由 此 可 知 

Patl 之 (1+ 7)pn (n= 0,1,2,…), 
从 而 
pon 之 (1+ 1)" (n= 0,1,2,…), 
这 显然 与 (4.3.5) 式 矛 盾 , 故 limp。 = 1. 
现任 取 刀 > 1, 令 
Wwo = 122”， watl = Aw, (n= 0,1,2,.…), 
127 = WwW0 字 WI 宇和 r 

令 = inflt | trz* 之 w,| ,很 明显 

t2 二 60 之 生 之 名 疡 … 久 志 … 过 1 (4.3.6) 

6z 之 rz (n= 0,1,2,.…). 
我 们 来 证 明 
Hm = 1 

若 不 然 , 设 lim 0 = ro 之 1, 由 A 的 wo -四 性 知 ,3 wo > 0, 使 


其 ¥ 1+ 其 
Azx = A( 直 ror )> 一 4(roz )， 
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即 A(ror’) 过 
由 此 可 知 , 当 ti 之 二 ro 时 


Alroz’) = A(? tr') > A(z'), 


T+ 4z 11+ 


从 而 
£ x tx” 
4( 弛 ) < Alror’) T+ 
特别 有 
ET” 
ACEz” ) 魏 本 + 元 (n = 0,1,2,.…), 
再 注意 到 不 等 式 : &x*” 之 w, ,得 


zl = Aw; SA(Er’ ) RS 让 (n= 0,1,2 
70 
从 而 
名 1 福 T+ 矶 (n = 0,1,2,.…), 
由 此 得 
é0 
< 一 . 
所 (nn 0,1,2, ) ， 


这 显然 与 (4.3.6) 式 予 盾 , 故 lim 6&， = 1. 


现 有 zo > 0, 作 和 迭代 序列 rri = Az,(n = 0,1,2,*… 


止 算 子 定义 (1) 知 : 
aouo Sr” = Ar” < pouo, 
aiuo < Xx1 = Axo < Biuo, 
其 中 ao > 0,pBo > 0,al > 0,B1 > 0, 由 此 知 


2 rt:. 
po a0 


今 取 0 < tl < min{1, ,ta > maxl1, 生 |, 则 


0 


) ,由 Uo 


(4.3.7) 
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0 < ti<1l,t2>1,v0= zx 和 二 X1< 委 277 一 
由 此 ,根据 A 的 单 增 性 得 (注意 到 pr“ 过 vw, 与 6&2” 党 wi): 
pT” SURT 人 wr (n=0,1,2,.%), 
再 根据 (4.3.7) 式 知 (注意 到 (4.3.5) 式 与 (4.3.6) 式 ) 
(p, — DDBouo (or -Dr Sr rz 
(6 -Dr QS(é, -1)pBouo 
(n = 0,1,2,…), 
由 此 ,注意 到 limp 二 工本 1im 扣 = 工 即 得 
| Tn 一 zr” 上 uw ”0 (nn -> co ). 
又 由 于 锥 P 是 正规 的 , 故 据 定理 3.3.1(3") 立即 可 得 
| zz | —>0 (2 一 oo)， 
因此 ,迭代 列 zx = Ax,-1 对 任何 非 零 初 值 zo P( 即 zo > 0) 依 范 
数 收敛 到 方程 Ax = x 的 非 零 解 zf  ## 


10, 


$4.4 ”对 非 线 性 积分 方程 的 应 用 


P.J. Bushell 利用 Hilbert 投影 距离 法 ,得 到 了 如 下 定理 ( 见 文献 
[30]): 

定理 : 设 P 是 实 Banach 空间 中 的 一 个 体 锥 , 若 范 数 关 于 PP 是 
单调 的 ( 即 0 志 zz 过 y 字 上 zl 过 上 上 y1),A:P' 一 P' 是 正 a 齐 次 的 ， 
0<1lalI<1( 即 4(Mz) = A*Axz,Yx EP',A > 0), 并 且 A 是 增 的 
(车 0 < 之 a < 1) 或 减 的 (车 -1< ac<0), 则 A 在 P 中 必 具 有 惟一 
的 正 不 动 点 x *. 

将 此 定理 应 用 于 下 面 的 非 线 性 积分 方程 ， 

9( 工 ) ) = | R(zy)[Lep(y)]"*dy (4.3.8) 

其 中 G 为 RY 中 某 有 界 闭 域 , 即 得 下 面 的 结论 : 

结论 : 设 0<1a1< 1,A(z,y) 在 GxG 上 非 负 连 续 , 且 | k(z， 
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y)dy >0,YzEG, 则 积分 方程 (4.3.8) 在 G 上 具有 惟一 的 恒 正 的 
我 们 则 让 a € (- 1,0) ,对 核 &Cz,y) 的 假定 加 强 为 :k(xz,y) > 
0,Y(zy)EGxG, 用 zxo- 癌 算 子 的 有 关 理 论 来 讨论 非 线性 积分 
算 子 
Ap = | Cz, Lo(y) ldy (4.3.9) 
的 寡 算 子 A? 的 正 不 动 点 的 存在 性 与 惟一 性 . 
在 讨论 非 线 性 积分 算 子 A((4.3.9) 式 ) 的 寡 算 子 A? 的 正 不 动 
点 的 存在 性 与 惟一 性 之 前 , 先 来 考察 算 子 A 本 身 的 uo -= 四 性 .为 此 
先 引 入 定义 : 
定义 4.4.1 设 P 是 实 Banach 空间 E 中 基体 锥 ,A:P->P, 若 
对 任何 x>>9 及 0< 之 +t 过 1, 均 有 
A(tzr) SD tAz, 
则 称 A 是 强 次 线性 的 . 
定理 4.4.1 设 P 是 实 Banach 空间 E 中 某 体 锥 ,uo € P', 若 A 
是 强 次 线性 的 , 则 A 必 为 uo - 四 算 子 . 
证 ” 设 A 是 强 次 线性 算 子 ,对 x > 9, 由 式 
A(tr) SD Az 


得 Ax = A( 二 2z) 宇 当 A(2z) 之 0 
因此 Ax € P', 于 是 ja > 0( 充 分 小 ), 使 Azr -auo EP 了 P, 妈 Az 之 


cuio- 另外 , 因 woE P", 故 38 > 0( 充 分 大 ) ,使 wo 一 襄 Az E 已, 从 而 
Ax 委 Buo, 于 是 有 
aio < Ax < Puo. 
Yzxz>0 及 0<1<1, 由 A(iz) 污 tAz 知 
A(tz) - tAx € P', 
于 是 37 = wp(z,t) > 0( 充 分 小 ), 使 
A(lir) - tAr - mAr EP, 
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即 4A(tir) 之 (1+7)zAr， 
因此 A 是 wo - 四 算 子 ， 间 
例 4.4.1 考察 非 线性 积分 算 子 
Ap(z) = | etz,y)[g(y)]"dy， 
其 中 G 表示 NN 维 欧 氏 空间 RX 中 共有 界 闭 域 ,k(x,y) 在 GxG 上 
恒 正 、 连 续 ,a € (0,1). 令 锥 
Pi= {p19p€ C(G),¢p(r) 2 0}, 
显然 ,A :Pl 一 Pi 全 连续 . 
因为 0 之 a <1, 则 当 p > 09,0<t<1 时 ， 


A[ip(z)] ~ tQ[g(z)] = (如 ACz,y)[p(y)]*dy 


> mr 一 [p(y) dy 
= 有 >0， 
其 中 和 im = min.k(z,y) > 0, 故 
A(lip) — tAp € Pi', 
即 A(lip) > tAy, 
故 A 是 强 次 线性 的 , 据 定理 4.3.6 知 A 是 uo - 四 算 子 . 
例 4.4.2 ”考察 非 线性 积分 算 子 A((4.3.9) 式 ) 的 短 算 子 A? 
的 uo 一 四 性 .为 此 取 锥 
P={plpE€ C(G), p(x) > 38 max | p(xz)1= 2 | gl， 
其 中 0<m 夺 M, 使 m 志 k(xz,y) 记 M(xz,y)E€GxG|l, 
取 xo(z) 三 1, 再 引入 另外 一 个 锥 
P= {pl9€C(G),9(r) > NM max! f(r) 1), 
显然 PP 与 五 中 的 元 素 均 为 非 负 连 续 函 数 , 且 P 刁 B. 
命题 1 算 子 A 映 锥 P 中 的 非 零 元 为 P 中 的 非 零 元 . 


证 “只 需 证 算 子 4 映 正 连续 函数 为 锥 巨 中 的 函数 ( 因 锥 书 中 的 
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非 零 元 ,自然 是 C(G) 中 的 正 连 续 函 数 ). 
设 g(xz) 是 正 连续 函数 , 即 p(xz) EE€ PP, 由 于 二 元 函数 k(x,y) 在 
有 界 闭 域 G x G 上 恒 正 连续 , 故 它 在 G x G 上 有 上 、 下 界 , 即 
0O< mk(r,y)M, 
由 上 式 可 得 


0 < m| [ep()]"dy <| (zy)[p(y)]"dy 
< M| [pg(y)]"dy， 
故 
4p(z) = | k(z,9) [p(y)]dy > m| [p(y)]dy >0, 


maxAp(z) = max| klz ,y)[p(y)]j*dy 扫 M| [gp(y)]"dy， 
于 是 


m 


Ap(z) > M mexAp(z) = M max | Ap(z) 1， 
即 Ap(z) EP, 有 8 Ap(x) 关 0.， 
故 算 子 A 映 锥 PP 中 的 非 零 元 为 锥 P 中 的 非 零 元 .、 # 
命题 2 在 锥 PP 引入 的 序 关 系 下 ,对 锥 中 的 每 个 非 零 元 素 
w( 工 ) ,存在 a,P > 0, 使 
au0 Z w(x) Bu. 
证 设 w(z)EB, 且 w(xz) 头 0, 此 时 w(z) >0, 要 使 在 锥 PP 
引入 的 序 关 系 下 
w(xz) Cp, 
Buo -m(Cz) EP, 
即 
Buo — wlz) > 3h max | Buo — w(xz) 1. 
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注意 到 P 中 的 元 素 均 为 非 负 连 续 函 数 及 wxo(z) 三 1, 有: 
Buo 一 mm(z) 之 2 max | Buo — w(xz) | 

= 2NM mex[B — wt( zx)] 

= 3M + 2M * Ses w(*)] 

-部 -委员 wt) 
因 w(xz) 达 maxw(z), 故 内 需 

ni mm > 
6- max w(x) 宇 3M8 - 2M Minw(z), 


从 而 


_2M | 


同样 ,为 使 w(x) - auo € 已 , 即 


minw( 7x)] > 0. 


3M — maxw(z) 一 


2M 7 


wz) 一 auo > 3 Max | w(x) 一 auo | 
= 3NM max[ w(x) —aj 


| = 32M Max w(x) 一 NTa ， 
因 w(z) E PP, 即 


w(xz) >M max | w(xz) 1= NM max w(z), 


WA 


mm 3202 2 
M max w(x) a 之 3M max w(x) 3 M2? 


0O<aSaN nn maxw(z)， 


因此 ,存在 0<a Ey * maxw (zx), 


ZECG 
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Bn [maxw(z) 一 FN min wr)] >0, 
使 不 等 式 
(Pp) (P) 
at0 SE wr) EBuo 
在 锥 了 意义 下 成 立 . 间 
结论 工 : 非 线性 积分 算 子 
Ap(z) = | zy)[p(y)]"dy 


(其 中 a E (-1;0),G 为 RA 中 有 界 闭 域 ,R(z,y) 在 GxG 上 恒 正 
连续 ) 的 寡 算 子 A? 在 锥 
PP=ipl9pE C(G) ,9p(z) 之 2NM max | p(z) 1， 
其 中 0< 和 < M, 使 普 委 Rzy) 委 Mrzy)EGXxG| 
上 是 wo -四 算 子 ,这 里 uo(z) 寺 1. 
证 ”只 需 验 证 算 子 A: 在 锥 P 上 满足 wo - 凹 算 子 定义 中 的 两 个 
条 件 . 
(1) 由 命题 1 知 ,对 V6<p(z)EP, 均 有 0< Ap(z)E 巨 所 
P, 从 而 有 
A’p(z)E PCP,H Av(z) #0, 
再 由 命题 2 即 知 ,存在 al g(xz)],BLp(z)] >0, 使 在 锥 己 意 义 下 有 : 
auo 之 Azp(z) puo. 
(2) 当 0< 上 <1 时 ,有 : 
ALip(z)] = | kz lp) dy = FA9(z), 
从 而 
A’[tip(z)] = ALtAp(z)] 
(te)“A2p(z) = 如 + A2p(z)， 
因 a € (-1,0), 故 如 -1 -1 > 0, 因 此 可 取 
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0 < nS 一 |， 
于 是 
Az[zip(z)] = Ag(z) (1+ 771A2p(z)， 

综 上 所 述 ,A? 是 锥 P 上 的 zxo - 四 算 子 . # 

在 证 得 非 线性 积分 算 子 

Ap(z) = | k(x wT)]dy 

的 短 算 子 A? 为 锥 已 上 的 wo - 四 算 子 之 后 ,再 来 考察 寡 算 子 A? 的 正 
不 动 点 的 存在 性 与 惟一 性 . 

命题 3 ” 锥 P 是 完全 正则 锥 . 

证 ” 作 锥 的 任 一 按 序 单调 且 按 连续 函数 空间 C(G) 中 的 范 
数 有 界 的 序列 | p,(z)lzE G,n = 1,2,…). 

对 于 任意 固定 的 zo。 € G ,|g (zo)| 显然 是 有 界 数列 . 
因为 


Pr xo) pn (ZX0) > 2 | Pntl 一 gr | 之 0， 

所 以 

pan(T0) ES pnri(To) ,nn = 1,2,. 
故 { p,(zo)|} 为 单 增 有 界 数列 ,从 而 收敛 . 据 数 列 的 Cauchy 收敛 准则 
知 : 

Ye >0,3N, 当 &,! > N 时 ,有 
| Pelz0) ”9(zo) | < jv 

因为 

Pk x0) 一 Pi(z0) 之 jv | 9 PI | 9 
所 以 

lp-9 le Mo Pilz0)] 
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2M mm ._ 
< 2Me 一 。， 


因此 {gp,(z)| 为 C(G) 中 的 基本 列 . 
又 因为 连续 函数 空间 C(G) 按 范 数 pg = max | 2P(Zz) | 为 
Banach 空间 , 故 3 go(z) E C(G), 使 
| gz)— polx)l ee >0 (2 一 co)， 
即 序列 | ps) 按 C(G) 中 的 范 数 收敛 ,所 以 锥 PP 是 完全 正则 锥 . 
间 


命题 4 按 锥 已 所 引入 的 序 关 系 , 寡 算 子 A’ 是 增 算 子 . 
证 ” 设 在 锥 P 意义 下 : 


p(x) <y(z), 
只 需 证 明 Ap(z) 空 Ap(z) ,从 而 必 有 
A2p(z) Ay(z). 


因为 
p(z) Sy(z), 
即 
p(xz) — p(xz) EP, 
故 
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%(z) 一 pz) 之 ?NM 少 - vl 宇 0, 


所 以 YzEG, 均 有 po(z) 委 VCz). 
又 因为 

a € (— 1,0), 
所 以 

yp (z) 之 (zr). 

又 因 二 元 函数 k(x,y) 在 有 界 闭 域 G x G 上 恒 正 连续 , 故 它 在 
GxG 上 有 上 .下 界 , 即 
0< 和 委 Rzy) 委 M， 
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于 是 有 : 
0< m) Lo) -wy)]dy 
< kz Dlg) - p(y)]dy 
<M| [pg -yy) lay, 
亦 即 
0 < m| [gy) 一 多 (>y)]dy 
委 A4Ap(z) - Ay(zx) 
< M| [wy) - yr(y)ldy, 
故 由 上 述 第 二 个 不 等 式 得 
max[ Ap(z) — Ay(z)] = max R(x, I p(y) — Jy(y)]dy 
<M| [gy) - p(y)1dy, 
从 而 
| ron) 一 Ur(y)]dy > My max[Ap(z) — Ay(z)], 
再 由 上 面 第 一 个 不 等 式 得 
Ap(z) — 4YCz) 之 m| Lg) — (yy)Jdy 
过 对 max[ AP( 工 ) — Ay(z)] 
> FN max[ Ag( z) — Ay(z)] 
= 37 max | Ap(z) - Ay(z) |， 
所 以 
Ap(x) - Ay(x) € P, 


故 在 锥 已 所 引入 的 序 关系 下 
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Ap(z) 之 4Ay(z)， 
从 而 
(P) 
Azp(z) A yl(z), 
因此 知 算 子 A? 是 锥 P 上 的 增 算 子 、 井 
接 下 来 考察 寡 算 子 A? 在 序 区 间 上 的 自 映照 性 . 
命题 5 在 锥 已 所 引入 的 序 关系 下 , 寡 算 子 A? 映 序 区 间 (buo， 


二 xzo》 人 自己 .其 中 满足: 
6 二 minlao, 寺 .二 |， 
ao; Bo 是 使 式 
{P) (P) 
aouo EA uo EBouo 
成 立 的 正 数 ,这 里 uo(x) = 1 . 
证 明 ”因为 A?:P 一 P, 所 以 对 uo(zx) 二 1€ P, 有 A?uo€ 了 P. 
又 据 结论 工 知 ,A? 是 已 上 的 zxo - 四 算 子 , 故 了 3ao,Bo > 0, 使 


(PD) 全 
aouo A’ uo Pouo, 


因为 
A[buo(z)] = | Cz) Louo(y) ldy 
= 5°| kx, Luo(y) ldy 
= pb"Auo(l x), 
所 以 
2 2 2 {PY a 2 1 
A [ buo] 一 or” A wo 宇 上 b aoz0 之 区 bp « uo 一 buo, 
2r1 1 2 ， 亿 二 ol1 _ 1 
A [pu] = 访 A uo 二 ;pouo 过 “2 uo= pu0 
人 bo" 
于 是 
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A2[puo] 之 buo， Az[ Fuo] < Fuo, 
即 在 锥 已 中 : 
A2:[buo, 了 wo] > [buo,Duo]. # 
结论 [[ :在 具 锥 P 的 实 Banach 空间 C (G) 上 , 非 线性 积分 算 子 
Ap(z) = | (zy)[e(y)]"dy 
(其 中 a € (- 1,0),G 为 RN 中 有 界 闭 域 ,ele,y 在 G x G 上 人 恒 正 连 
续 ) 的 备 算 于 A? 在 序 区 间 《buo, 二 xo》 中 必 有 惟一 的 正 不 动 点 p”， 
且 以 任何 go E 《bo 二 zxo) 为 初 值 , 作 选 代 ; 
pn = 42oo 1 (n= 1,2,.…), 


都 有 
| go* lec —™0 (n> %). 


证 ”显然 ,C(G) 忆 已 忆 (buo,xo》, 故 
A?: (buos tu0) > CCG)， 


据 例 4.3.2 知 ,A 是 全 连续 算 子 ,从 而 A? 必 为 连续 算 子 .由 命题 
3 知 , 锥 P 是 完全 正则 锥 ,从 而 也 是 正则 锥 .又 由 命题 4 知 ,A? 为 增 
算 子 ,再 据 命题 5 知 : 


{P) (P) 
A’*(buo) 之 如 0， A?( Suo) uos 


满足 定理 4.1.2 中 的 条 件 , 故 A? 在 < buo, 亡 wo > 中 至 少 有 一 个 不 


动 点 . 
又 据 结论 工 知 ,A“ 是 uo 一 四 算 子 , 据 定理 4.3.3 知 ,A“ 至 多 只 
有 一 个 正 的 不 动 点 . 


因此 ,A? 在 序 区 间 (bxo, 二 wo》 中 有 惟一 的 正 不 动 点 9”. 
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再 由 定理 4.1.2 的 系 知 ,对 任何 初 值 po E 《buo, 坟 zxo) 作 选 代 列 
Pn 二 Ap 1(7z 一 1,2,…) ,都 有 
| wo 一 9 ”1 ccc 一 0 (全 co) # 


$4.5 对 二 阶 常 微分 方程 的 应 用 


设 已 是 具 锥 己 的 Banach 空间 ,T = [0,1], 令 
C[I,E] = {u(t):1 一 EE | w(t) 连续 }， 
C2[I,E] = {u(t):1 -> 1 u(t) 为 二 阶 连续 可 微 | ， 
对 zx = w(t) € CLII,E], 令 ule= max | x<(z) | ,其 中 | 
外 是 五 中 的 范 数 , 则 易 知 CLI,EE] 在 范 数 外， c 下 为 - Banach 
空间 . 
设 f:I1 XE 一 下 连续 ,考察 Banach 空间 中 二 阶 常 微分 方程 两 点 
边 值 问题 : 
—u = f(t,u),f ECIITxE,E)], 
u(0) = u(1) = 0. (4.5.1) 
假设 : 
(1) 习 vo,woE€ CT,Ej, 使 vo(1) 志 wol(z)(YtE€71), 并 且 wo 
和 wo 分 别 是 (4.5.1) 式 的 下 解 和 上 解 , 即 
-vo f(t,v0), vo(0) 守 v0(1) = 0， (4.5.2) 
— wo 宇 f(t,wo), wo(0) 守 wo(l) = 9. (4.5.3) 
(2) 存在 常数 M > 0, 使 对 任 给 
vu Euooyrg) = {u €E CII,Ellvo Ru wol,vEu, 


都 有 
fltsu) — flt,v) 守 - M(u - v). 
例 4.5.1 设 EE 是 弱 序 列 完备 的 Banach 空间 ,P 是 EE 中 的 正规 
锥 .又 设 满足 假设 (1)(2), 则 两 点 边 值 问题 (4.5.1) 式 在 《vwo,wo》 中 
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必定 有 解 . 若 分 别 以 ve 和 wo 为 初始 元 素 , 作 ( 隐 式 ) 选 代 序列 ; 
(= 中 road = Me| dr Coals) 


= ws)ds + M| ar| (wu - wals))as 
-farf fs))ds, 

wn (tf) = ef adr] fs, wits))ds 一 Mz dr] Cos) 
— wa_1(s))ds + Mar] Cuts) — wn-_1(s))ds 


-J ar] /s,s))ds (n= 1,2,.…), (4.5.4) 
则 |v (2)1 和 fvw(z)| 分 别 在 IT 上 依 EE 中 的 范 数 一 致 收敛 于 两 点 边 
值 问题 (4.5.1) 式 在 《vo ,wo》 中 的 最 小 解 与 最 大 解 . 
证 ”Yh € (vo, tw0) ;考虑 Banach 空间 二 阶 线性 常 微分 方程 两 
点 边 值 问题 : 
— w(t) = f(t,h(t)) — M(ul(t) — h(t)), 
u(0) = u(1) = 0， 
直接 验证 可 知 ; 
u(t) = :| ar] fs hs) ds 一 Mr| ar| (uls) 


本 
0 


(4.5.5) 


—h(s))ds 十 M| dr| (us) — h(s))ds 


-| dj /sads 
是 两 点 边 值 问题 (4.5.5) 的 惟一 解 . 
Yh €E 《vo,wo), 定 义 Ah = zx 其 中 Ah 满足 以 下 方程 


Ah = s] ar) fC, hk))ds 一 Me] ar| (AR)s) —h(s))ds 


+ MJ arf Gao = pCs))ds = oar] fC,hls))ds, 


(4.5.6) 
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则 A 映 (vo,rwo》 和 人 CI[T,E], 易 知 ,h 是 (4.5.1) 式 的 解 当 且 仅 当 Ah 
= .事实 上 ,车 Ah = hh, 则 对 (4.5.6) 式 两 边关 于 上 求 二 阶 导数 得 
(AR) = M((AR)(z) -h(t)) ~ f(t ,h(t)), 

故 有 h” = 一 f(t,h(zt)), 显 然 有 h(0) = h(1) = 90, 即 有 是 两 点 
边 值 问题 (4.5.1) 式 的 解 . 
肥 之 , 若 h 是 (4.5.1) 式 的 解 , 由 于 一 h” = f(z:,h(1)), 有 
(Ah zt) = MCA — h(t)) — fr,h(z)) 
= M((AR)(1) — h(t)) + h(t), 
即 (AhA—-1)—-M(Ah—-h)= 90, 
由 (0) = h(1) = 0 得 线性 微分 方程 两 点 边 值 问题 . 
(Ah —h)(t)—- M(Ah —h)(t) = 0， 
(Ah —h)(0) = (An ~ hh) (1) = 0, 
显然 问题 (4.5.7) 式 仅 有 零 解 , 即 Ah = 4. 
此 外 ,迭代 序列 (4.5.4) 式 可 写 为 
vi = Avity wa = Aw (n= 1,2,"). (4.5.8) 
下 面 证 明 


(4.5.7) 


2z0 委 Avo, Aro 委 0， (4.5.9) 
VoEP*= IpEE’ |o(zr)>0,vYr EPl, 
其 中 E* 为 的 共 思 空 间 ,P* 为 已 的 共 恩 锥 ， 
令 
m(i) = 9p(vo(t) - v1(7)), 
注意 满足 -vi (tz) = f(z,vo) - Mo 一 vo), 又 有 
一 vo 委 f(z ,vo), 故 
m1) = pv) 0702) pg( tao = v(t)) 
= p(- M(vi — v0)) = Mm(t), 
即 Mt)RAM m(t). (4.5.10) 
由 (4.5.4) 式 知 v1(0) = v1(1) = 9, 故 有 vo(0) 之 vo(1) ,得 
m(0) = m(vo(0) - vi(0)) gp(v0(1) — v1(1)) = m(1). 
(4.5.11) 
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现 证 明 zt)<0，VtET 了 ， 
如 阁 不 然 , 必 存在 to € J,m(to) = maxm (z) >0. 由 (4.5.11) 式 可 
取 示 了 关 1, 故 to € [0,1), 于 是 m“(to) 声 0, 结 合 (4.5.10) 式 得 
0 宇 m (io) 宇 Mm(i0) > 0， 
产生 矛盾 . 故 和 (纪委 0,YVtET 由 pEP” 是 任 取 的 ,可 知 
p(vo(t) — vi(t)) 0, 
这 表明 wo 志 vi = Avo. 同 理 可 证 ,Awo 和 受 wo, 即 (4.5.9) 式 成 立 . 
任 给 zz 委 ji 委 和 和 去, 由 假设 (2) 知 : 
ft ht)) 二 ME) Ef, h(t)) + MPa(t)， 
(4.5.12) 
来 证 明 | 
AhlAhs, VYhi hy, (4.5.13) 
因为 
人 CAN) = ££,hi(7)) + Mi ~ MOAR;)(), 
(Ahi)(0) = (Ahi)(1) = 6, i= 1,2 
今 
p(t) = p((Ah2)(t) — (Ahi)(1)), Yo EP’, 
p(t) = p((Ah2) (1) — (Ah1) (1)) 
= Mop((Ah2) C(t) — (Ah1)(2)) ~ plf(t, hz(t)) 
+ Mh2a(1) — ft,hi(t) + MPICD))]. 
由 (4.5.12) 式 得 
p(t) < Mop(Ahz - Ahi)， 
即 pp(z) 过 Mp(z), 易 知 p(0) = p(1) = 0， 
易 证 
p(t) 守 0,VYtiEI. 
若 不 然 , 必 存 在 
to E 1,p(t0) = minp(t) < 0， 
由 p(0) = p(1) = 0, 可 取 加 天 0,1, 即 to € (0,1), 于 是 
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Pp (to) > 0， 
故 有 
0 委 思 (to) 委 Mo(to) < 0， 
产生 矛盾 . 故 p(t) 之 0,Yt € 了, 即 
p(Ahz — Ahi1) 之 0. 
由 于 gp € P* 是 任 取 的 , 故 得 
Ahi Ahs, VYhi 人 < hy, 
由 (4.5.8)、(4.5.9)、(4.5.13) 式 ,并 注意 到 vo 志 wo, 可 知 
vORRUVUIS EW WE wl Wo. 
(4.5.14) 
下 面 证 明 1w,} 是 C[1,E] 中 的 基本 列 . 
用 反 证 法 . 设 1v,| 在 CL1,E] 中 不 是 基本 列 , 则 必 存 在 eo > 0 
及 in| 的 于 列 |n, 1 与 {n; | 以 及 万 € I(i 一 1,2,…) ,使 
| Vn (4) 一 Vn) | 宇 eo (4.5.15) 
不 失 一 般 性 ,可 设 z; 收 伍 于 某 :”E€ 1, VY hE 《vo,wo), 由 假设 (2) 知 
ft ,wo) + Miwo f(t,h) + Mh 之 f(t,v0) + Moo. 
由 P 是 正规 锥 , 知 存在 常数 NN > 0, 使 
f(th) t+ MAN, Vh € (vo,rwo). (4.5.16) 
对 每 个 ww 及 1,t2 E 工 不 妨 设 三 委 t2), 由 (4.5.4) 式 可 知 
va(t1) — vn(t2) 


= 人 二 | arf fs-1(s))ds 
-MC eo) ar (Co) ~ wls))ds 


- M] ar| Col) — vis))ds+ far fs,001 5)) ds 


由 P 的 正规 性 知 C[I,E] 中 锥 P= {tu€ ClI,Ejlu(t) 之 0,Vi 
和 了 是 正规 的 ,从 而 (vo, wo) 是 CLI,E] 中 有 界 集 .于 是 
| vr) — walt2) 
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和 
入 1 上 17sacD) + Mo)1d 
1 r 
+MI|zti- it .ar | vi(s) | ds 
1 Mar | Ps is)) + Mo Cs)1d 


r 
+ dr | vw,(s) 1 ds 
| 
QSNIt-t lt+MKIi-to ltMNIi-trl+MK|It,-t!], 


式 中 天 > 0, 使 | 1 ws(s) 上 ds 之 K(x E 7) 成立. 故 必 存 在 与 n 无 
关 的 9 > 0, 使 得 只 要 1,t2€ 1,1t1 一 t21< 6 就 有 


€ 
oa) -v(t2) 1 < 


由 1z; 一 +1” 知 ,存在 io, 当 iio 时 有 1z; 一 t+” |1< 之 86, 所 以 ,Yi 宇 
i0; 有 
Po) = we SR) 
(4.5.17) 
由 (4.5.15) 式 与 (4.5.17) 式 可 知 , 当 i 之 io 时 
ot) -wz") 中 之 凶 ， (4.5.18) 
这 表明 1 v(t*)| 在 EE 中 不 是 基本 列 . 
由 于 PP 是 正规 锥 , 据 文献 [12] 命题 19.4 可 知 ,P* 是 再 生 锥 , 即 
对 任 给 1 € E* ,存在 11 € P* ,ls € P* ,使 得 ! = 1- 0, 由 (4.5. 
14) 式 知 
li(vo(t )) E(w) vt) 委 … 返 
li(wo(t* )),i = 1,2, 
这 表明 (vz ”))(i = 1,2), 从 而 {4(w,(t*))} 是 Ri! 中 基本 列 ， 
由 上 € E* 的 任意 性 知 , {w(t*)| 是 EE 中 的 弱 基 本 列 .又 因 玉 是 弱 
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序列 完备 的 , 故 必 存 在 yE EE, 使 vo,(1* )->y. 由 于 |w,(z*)| 在 范 
数 意 义 下 不 是 基本 列 , 故 必 存在 e1 > 0 及 jzm( 纪 )} 的 某 子 列 
{v(t* )| ,使 得 

[vl2*) -yl er (i=1,2,%), (4.5.19) 
由 于 已 是 正规 锥 , 故 必 存在 Ni > 0, 使 对 0 三 zx 三 z, 有 zj 过 
Ni 上 xz. 由 于 iw (z" )| 弱 收 敛 于 y, 据 [10] 第 5 章 定 理 2 知 ,存在 


大 


Xi 2 0, 2A 一 1 ,使 


i=1 


k 
| a0) -yl < a (4.5.20) 
i=1 


其 中 是 某 自然 数 ,由 (4.5.14) 式 及 vw,(1* ) 一 > y 可 知 , 有 (1*) 
过 y(n = 1,2,…), 从 而 由 (4.5.14) 式 可 知 


Oy- v(t Ey- 2 a0n (ti ). 
i=1 
据 Ni 的 定义 及 (4.5.20) 式 可 得 
ly- wt ONly- Da ) le. 


这 与 (4.5.19) 式 矛 盾 , 这 表明 |o 是 CLT,E] 中 的 基本 列 , 从 而 存 
在 r =r(t)E€ CL[T,E], 使 vw,| 在 C[IT,E] 中 收敛 于 x. 注 意 到 | v1 
满足 
va (ti) = ft, vat)) 一 MO) — wn-1(t)), 
vi(0) = vi(1) = 0， 

用 常规 证 法 可 知 , |v (zi 在 1 上 依 E 中 的 范 数 一 致 收敛 于 x (z)， 
且 r(z) 是 两 点 边 值 问题 (4.5.1) 式 的 解 . 

同 理 可 证 ,1xw,! 在 CL[T,E] 中 收敛 于 p= p(t), 且 p(i) 是 两 
点 边 值 问题 (4.5.1) 的 解 . 

最 后 证 明 p 和 7 分 别 是 问题 (4.5.1) 式 在 《wo, wo》 中 的 最 大 解 
与 最 小 解 
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设 ww E 《vo,wo) 是 (4.5.1) 式 的 任 一 解 , 于 是 
vuR wo,Au = w. 
由 (4.5.13) 式 知 ， 
Avo 达 Au 志 Awo， 即 vo 志 & 世 wi, 
由 归纳 法 易 知 
vn RU 和 Rw (n= 0,1,2,.…). 
令 nn 一 %, 取 极限 得 r 记 w 声 p, 即 
r(t)u(t) 二 p(t),t EI. # 
注 : 上 述 过 程 没有 使 用 紧 型 条 件 , 又 由 于 C[I,E] 中 锥 
P. 三 {u(t) EE C[I,E]|u(t) 守 0,t 所 1| 
不 是 正则 锥 , 故 定理 4.1.2 及 其 系 不 能 应 用 . 
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第 五 章 《一致 wo 一 目 算 子 方程 盈 近 解 


将 wo -四 算 子 的 四 性 再 进一步 加 强 , 就 得 到 一 种 所 谓 的 “一 致 
za0 一 站 算 子 "的 概念 ,以 后 将 看 到 ,一致 wo -四 算 子 有 许多 很 好 的 性 
质 .为 了 突出 其 重要 性 , 特 将 这 部 分 的 内 容 辟 为 一 章 , 以 便 系统 而 深 
入 地 讨论 一 致 uo -= 止 算 子 的 相关 理论 . 


$5.1 一 致 uo 一 媚 算 子 列 的 极限 算 子 的 正 谱 


定义 5.1.1 设 9 关 wo EP 了 ,作用 在 具 锥 PP 的 Banach 空 间 E 上 
正 的 ( 即 AP C P) 增 算 子 A , 称 做 是 一 致 xo - 止 算 子 ,如 果 : 

(1)YO¥ xEP,IB>a >0p= Bl(r),a = a(r)), 使 

awo SS Ax < Puo. 

(2) 对 任 给 的 0 < py<uv 及 0<a<b<1,3y= yy,v,a, 
6) > 0， 
使 

A(iz) 之 (1 + 7)tAr 

对 一 切 满足 jo 志文 世 vuo 的 xz 及 一 切 t € [a,b] 和 皆 成 立 . 

在 本 节 当 中 ,我 们 总 假设 已 是 实 Banach 空间 EE 中 的 一 个 正规 
锥 . 

.A.BaxTrn 曾 对 一 致 uo 一 凹 算 子 的 正 谱 ( 即 对 应 于 正 固有 元 
的 正 固有 值 的 全 体 ) 进行 了 研究 ( 见 文献 [32]), 他 证 明了 一 致 wo - 
症 算 子 的 正 谱 一 定 是 某 开 区 间 (&€,8) (如果 不 空 的 话 ) ,并 且 对 每 个 4 
E (6,5) ,刚好 有 惟一 的 正 固 有 元 p(4). 
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而 郭 大 钩 先生 则 在 此 基础 上 研究 了 一 致 wo - 目 算 子 列 |4, 上 | 的 
极限 算 子 的 正 谱 , 亦 即 ,假定 A, 按 适 当 的 意义 收敛 于 A ,要 来 讨论 
4, 的 正 谱 及 正 固有 元 与 4 的 正 谱 及 正 固有 元 之 间 的 关系 .下 面 我 们 
就 来 介绍 郭 大 钧 先生 在 这 方面 所 做 的 工作 . 

为 此 , 先 引 入 几 个 概念 . 

定义 5.1.2 设 14,|} 是 一 串 一 致 wo - 四 算 子 ,A 是 正 的 增 算 
子 , 如 果 对 任何 pg € P(e9 关 9) ,都 有 

| AP- Ap, >0 (2 一 co)， (5.1.1) 
则 称 A, uo - 强 敛 于 A. 

如 果 A uo - 强 伍 于 A ,并 且 对 任何 0< pw <v ,极限 式 (5.1.1) 
对 于 一 切 满足 yuo 委 9 委 vuo 的 p 是 一 致 的 , 则 称 A uo - 匀 伍 于 
A. 

定义 5.1.3 设 14,| 是 一 串 一 致 wo ~ 四 算 子 ,如 果 对 于 任何 p 
E P(g 关 0), 都 有 B >>a > 0 存在 ,使 

auo 太 Aip Pu (n= 1,2,.…), (5.1.2) 
并 且 对 任何 0<p<o:0<a<pb<LT, 都 有 7 = yy,v,a,6)> 
0 存在 ,使 不 等 式 
An(tp) 宇 (1+ 7)tAnp (n= 1,2,.…) (5.1.3) 
对 一 切 p(pao 委 gp 委 uuo) 及 一 切 上 GE [cao] 缘 满足 , 则 称 诸 一致 uo 
一 叫 算 子 A, 是 等 度 的 . 

注 :显然 ,条 件 (5.1.3) 等 价 于 下 面 的 条 件 : 对 任何 0< 冯 < v,1 

之 Cc 之 dq, 都 有 = ny(y,v,c,d) > 0 存在 ,使 不 等 式 
A(rp) (1 -7)rAp (n= 1,2,.…) (S.1.4) 
对 一 切 gq(jyu0 筷 9 达 vuo) 及 一 切 rE [c,d] 均 满足 . 

引 理 5.1.1 设 一 致 wo -四 算 子 列 |A; |] uo 一 匀 敛 于 A, 则 A 仍 
为 一 致 uo - 四 算 子 的 充 要 条 件 是 诸 A, 是 等 度 的 . 

证 ” 先 证 充分 性 . 设 诸 A, 是 等 度 的 , 任 给 pE P,p 天 09, 则 (5. 
1.2) 式 成 立 , 但 由 uo - 强 伍 知 , 当 ? 充分 大 时 ,有 
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-3xo 委 4ng ~ Ag wo， 


故 Fh 2 2 


Ap 夺 A "pt 六 uo < (B+ FD )uo. 
现任 给 0< wkU< uv0<a<8<L1 下 证 对 一 切 pg(jy0 志 9 声 
uUu0) 及 一 切 : Ela,b] 恒 有 
Al(ip) 宇 (1+ #4)iAy, (5.1.5) 
其 中 7 是 使 (5.1.3) 式 成 立 者 .事实 上 ,由 A, 的 等 度 性 知 存在 8 > 
Ql > 0, 使 
aiuo SS As(pu0) Biuo (n= 1,2,.…), ($5.1.6) 


取 定 so, 使 0< eo< 志 了 人 6 二 -由 wo 一色 伊 性 知 , 当 妨 充分 大 时 ， 
对 所 有 的 g(apuo 过 y 过 vuo), 均 有 
Ay — Ay le < eo. 
于 是 , 当 Pa0 魏 P 魏 LU0 Et 各 [ac ,2] 时 ,有 
A(tp) 之 之 A,(i9) 和 E010 之 (1 十 7) iAP 一 SGU0 

之 (1+ 3)iAng 十 2 aA, (pao) 一 eoug 

宕 (1 +)i(Ap — eouo) + 广 aiuo 一 eouo 

之 (11+)iAy - (1 + 时)6eouo + 方 Yhaiu0 -eouo 


宕 (+ 2)iAg, 
故 (5.1.5) 式 成 立 ,充分 性 获 证 . 
下 证 必要 性 , 设 A 是 一 致 4o - 包 算 子 , 先 证 (5.1.2) 式 成 立 , 任 
给 PEPp 天 0). 
于 是 ,有 8 > a > 0 存在 ,使 
auo Ap < Buo. 
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又 因为 n 充分 大 (n > N) 时 ,有 
| Ap -4p ls < Duo, 


由 此 易 知 
aouo Ap 魏 pouo ( 当 > 六 时 )， (5.1.7) 


其 中 a6 = ,po = B+ 了 ,又 由 A; 的 一 致 xzo - 止 性 知 有 :B， > oa 
> 0(n = 1,2,…, NN) 存在 ,使 

amo Ap SBruo (n=1,2,N). (5.1.8) 
于 是 , 令 a = miniao,al ,0an),B = maxlpo,PB1,…,Br|, 由 (5.1. 
7) 式 与 (5.1.8) 式 即 知 (5.1.2) 式 成 立 .最 后 证 (5.1.3) 式 成 立 .与 
上 面 类 似 , 只 需 证 ($.1.3) 式 对 充分 大 的 成 立即 可 ,由 A 的 一 致 wo 
-和 性 知 有 m0 > 0 存在 ,使 

4(Cp) 之 (1+ mm)tAg 

对 一 切 满足 yuo 之 gq 过 wwo 的 9 及 一 切 : € [za,o] 皆 成 立 .于 是 , 仿 
不 等 式 (5.1.5) 的 证 明 可 证 当 =” 充分 大 时 , (5.1.3) 式 成 立 , 其 中 7 


= 名， # 

定理 5.1.1 设 一 致 wo - 四 算 子 列 1A jwo - 匀 伍 于 一 致 wo 一 
种 算 子 A ,如 果 Xo。 >0 属 于 A 的 正 谱 , 则 当 ”充分 大 时 ,ao 也 属于 
4, 的 正 谱 ,并 且 

lim | 9,(20) - p40) 下 = 0， (5.1.9) 

其 中 gp(X%0) 与 gp,《X0) 分 别 表 A 与 A, 对 应 于 Xo 的 惟一 正 固 有 元 . 

证 ”由 p(X0) = A9(40) ,根据 A 的 一 致 w - 四 性 知 :有 po 
> ao > 0 存在 ,使 


aoxo 扫 . 2P(A0) < Pouo, (5.1.10) 
任 给 e > 0, 取 定 to 及 ro, 使 
0<1-t0 < 0<ro-1< 六 ， (5.1.11) 
0 
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由 引 理 5.1.1 知 , 诸 A, 是 等 度 的 ,从 而 由 (5.1.3) 式 及 (5.1.4) 式 
知 : 有 7>0 与 了 >0 存 在 ,使 
Anltop(a0)] (1 +7)toAp(lA0) (2 = 1,2,.…), 


(5.1.12) 
As[rop(io0)] 委 (1 -7)roAp(hao) (n= 1,2,.…), 
(5.1.13) 
然后 , 取 定 一 个 8(0 < 6 < 40) 充分 小 ,使 
和 < minll + 97 Lol (5.1.14) 
由 uo - 匀 钱 性 知 , 有 正 整 数 N 存在 ,使 当 ”> N 时 , 恒 有 : 
| Ap(ao) ~ Ap(1o) 用。 < a0d. (5.1.15) 
下 面 证 明 当 ”> N 时 ,Xo 必 属 于 A 的 正 谱 , 并 且 
| wao) - pla0) | , < e. (5.1.16) 


以 下 恒 设 > > N, 由 (5.1.15) 式 及 (5.1.10) 式 得 
Ap(A0) > Ap(N0) - aobuo 之 (14o-S)pUo)， 


(5.1.17) 
从 而 ,由 (5.1.12) 式 及 (5.1.14) 式 知 
A,[tiop(Mo)j 之 (+7)Co 一 SG)tzop(Ao) 
之 (A0 + 6)top(A0), 
即 
i Asltop(0)] 之 top(Ao) (5.1.18) 


另 一 方面 ,由 (5.1.15) 式 及 (5.1.10) 式 , 有 
AplNh0) 委 Ap(Ao) + aoduo ES (ho + 8) 9h0), 
即 i Anp C0) < (40)， (5.1.19) 
于 是 由 (5.1.18) 式 与 (5.1.19) 式 ,利用 文献 [132] 中 定理 1 知 ,Ao+6 
属于 A 的 正 谱 ,并 且 
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top(A0) SE plo + 6) < p40), (5.1.20) 
其 中 g, (Xo + 5) 表示 A, 对 应 于 固有 值 *o + 6 的 惟一 正 固有 元 . 另 一 
方面 ,由 (5.1.13) 式 (5.1.19) 式 及 (5.1.14) 式 ,得 
AsLrop(A0)] (1 -yA0 + 6)rpo(A0) SE(Nh0 ~ 0)ropl ho), 

(5.1.21) 

于 是 ,由 (5.1.17) 式 和 (5.1.21) 式 ,应 用 文献 [32] 中 的 定理 1, 知 Ma 
一 6 属于 A, 的 正 谱 ,并 且 

pg(h0) A pho — 6) RQ rop(N0), (5.1.22) 
其 中 gp, (Xo - 6) 表示 A, 的 对 应 于 固有 值 Mo - 6 的 惟一 正 固有 元 . 

现在 ,由 


ps (ho + 8) = Ap (Nh0 + 6) 直 Awpr (a0 + 6), 


1 
Aot$ 
pulN0 6) = BAA — 6) > Arpal No 6), 

应 用 文献 [32] 中 定理 1 即 知 ,Mo 属于 A, 的 正 谱 , 并 且 
gpa(Ah0 + 0) EZ pi(Ah0) SE pr(Nh0 — 6), (5.1.23) 
于 是 ,由 (5.1.20) 式 .(5.1.22) 式 以 及 (5.1.23) 式 ,得 
(to 一 1)¢ (40) < 去 pn Ao) 一 2P(20) 二 (ro 一 1)P(Ao)， 
(5.1.24) 
但 由 (5.1.10) 式 与 (5.1.11) 式 , 易 知 
(zo0 — 1)¢(Ah0) 守 ~ euo, (rt ~ 1)¢9(Xh0) < euo, 
由 此 ,再 注意 到 (5.1.24) 式 即 得 (5.1.16) 式 . 间 
注 : 由 于 假定 了 锥 P 是 正规 的 , 故 据 定理 3.3.1(3°) 知 , 按 wo 一 
范 数 收敛 必 按 EE 中 范 数 收敛 ,因此 ,由 (S$.1.9) 式 得 
lim | pao) — g(aA0) = 0. (5.1.25) 
定义 5.1.4 设 A 与 B 都 是 正 算 子 ,如 果 对 任何 PE P(gp 尖 9) 
此 满 足 Ap 委 Byp , 则 记 为 A 委 B( 或 已 之 A)， 
如 果 正 算 子 列 |A, 上 | 满足 
A,SArn (n= 1,2,.%), (5.1.26) 
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则 称 14,} 是 递增 的 ;类 似 地 可 定义 递减 的 正 算 子 列 . 
引 理 5.1.2 设 一 串 递 增 的 一 致 wo - 四 算 子 列 14,j uo - 勾 敛 
于 一 致 wo 一 四 算 子 A , 则 必 
4 4 (n= 1,2,.…). (5.1.27) 
证 设 pE€ P(g 关 0), 于 是 ,有 vw > x > 0 存在 ,使 
Luo 委 Ap SE vuo 
对 任何 0 < y < 1 以 及 任何 ,可 取 一 个 p 充分 大 ,使 
| Ap —- Arpp ls < (1 -7p, 
从 而 由 (5.1.26) 式 知 
Ap ~ YA 之 Ap -YArrpp = (1 -7)Ap+7Y(Ap -Arop) 
宇 (1 一 7 ) uuo — 7(1— 7) uuo = (1 一 7)*uwuo 之 0， 
故 Ap 之 7Anp; 由 此 ,根据 > 的 任意 性 , 令 7 一 1 , 即 得 Ap 之 Asp. 
## 
定理 5.1.2 在 定理 5.1.1 的 条 件 下 ,如 果 |A,| 是 递增 的 , 则 
(5.1.9) 式 中 诸 y,, (40) 也 必 是 递增 的 : 
P10) 委 pM0) EE GN0) ER op(N0). 
(5.1.28) 
如 果 {1A,| 是 递减 的 , 则 (5.1.9) 式 中 诸 yp, (40) 也 必 是 递减 的 : 
gi(h0) 之 g2(4h0) 之 … 之 p(Xh0) 之 之 gp(40) 


(5.1.29) 
证 ”只 就 递增 的 情形 证 之 ,由 于 
Anpn+1(40) SS Anripnti(h0) = Aopnri( No), 
Anpn( Nh0) = A0o pn (Nh0), 
故 根据 文献 [32] 中 定理 1 即 知 
Pn( A0) ES nri( Nh0). 
此 外 ,由 引 理 5.1.2 知 
Ap,(40) 之 Ap (X40) = Aop, (40)， (5.1.30) 


另外 ,有 
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Ap(1o) = 1op(ho). (5.1.31) 
由 (5.1.30) 式 与 (5.1.31) 式 同样 根据 文献 [32] 中 定理 1, 得 
pn(Ao) 二 p(A0). 间 
设 一 致 uo - 四 算 子 列 {A,j wo - 匀 伍 于 一 致 uo - 四 算 子 A, 以 
下 恒 设 4 的 正 谱 不 空 (例如 , 当 A 还 是 全 连续 的 时 候 , 其 正 谱 就 不 
空 ,参看 文献 [33],P 285, 引 理 3.5) ,从 而 是 某 一 开 区 间 (6,5) ,由 定 
理 5.1.1 知 4, 的 正 谱 也 不 空 (n 充分 大 时 ), 设 为 开 区 间 (&,, 5), 下 
面 我 们 研究 (&,, 5 ) 与 (4,L) 之 间 的 关系 ， 
定理 5.1.3” 设 一 致 wo 一 四 算 子 列 | A, | uo 一 匀 钙 于 一 致 uo 一 
四 算 子 A , 则 必 
lim§, < ¢, lmb > $. (5.1.32) 
证 ”只 证 (5.1.32) 式 中 第 一 个 不 等 式 ,第 二 个 不 等 式 类 似 可 
证 ,用 反 证 法 . 设 车 lim&， > &, 则 有 6 的 一 子 列 所 存在 ,使 
与 > E+ eo(k = 1,2,…), (5.1.33) 


其 中 ,so 是 某 正 数 满足 0 < seo< 《一 &. 显 然 &+ eo 属于 A 的 正 谱 (&， 
¢) ,从 而 根据 定理 5.1.1 知 , 当 n 充分 大 时 ,& + so 也 必 属 于 A, 的 正 
谱 ,此 显然 与 (5.1.33) 式 矛 盾 . 间 
系 ; 设 一 致 uo -四 算 子 列 14,j wo - 匀 敏 于 一 致 uo -种 算 子 4 ， 
那么 
(1) 若 14。} 中 存在 递增 子 列 1A, | , 则 必 Jlim 名 = £; 
(2) 若 1A。| 中 存在 递减 子 列 | A, | , 则 必 Jim 人 = &. 
证 ”只 证 (1), 而 (2) 可 类 似 地 证 明 . 
根据 (5.1.32) 式 , 只 和 需 证 明 lim 名 委 5. 
用 反 证 法 ,车 不 然 , 注 意 到 (5.1.32) 式 , 则 有 
lm&, > limb > ¢ > 和 > limé > limé,, 
于 是 , 必 存 在 {ns1 的 子 列 [ns | ,使 
> (i = 12,…)， 


| 


144 


故 属于 A。 的 正 谱 , 设 对 应 的 正 国有 元 为 和 ,于 是 ,根据 引 理 2, 知 
Agpi 之 An Pi = gpi (i= 1,2,.…). (5.1.34) 


另 一 方面 , 取 4* ,使 <4* <&£, 令 A 对 应 于 固有 值 4* 的 正 固 有 元 
为 op”, 则 
Ap =A"9’' tp. (5.1.35) 

由 (5.1.34) 式 与 (5.1.35) 式 ,应 用 文献 [32] 中 定理 1 即 知 ,5 属于 A 
的 正 谱 , 了 矛盾 . 井 

定理 5.1.4 设 一 致 wo 一 巾 算 子 列 A wo 一色 人 钙 于 一 致 z0 一 由 
算 子 A ,如 果 |A,1 是 递增 的 , 则 下 列 结论 成 立 : 

(1) lim&» = &; 

(2) lim 6 = 成 立 的 充 要 条 件 是 :对 于 任意 的 e > 0, 有 Xo( 其 
中 lm < io< limé + e) 及 po € P(go 关 9) 存在 ,使 


证 ” 先 证 结论 (1). 根 据 (5.1.32) 式 ,只 需 证 
lim 如 = &. (5.1.37) 


用 反 证 法 , 设 (5.1.37) 式 不 成 立 , 则 注意 到 (5.1.32) 式 有 
lim&, > ¢ > § 2 limé,, 
于 是 ,存在 子 列 , 使 
by > >6 (k= 1,2,.). 

以 下 可 仿 定理 5.1.3 的 系 (1) 的 证 明 过 程 而 得 出 矛盾 . 

现 证 结论 (2) .条件 (5.1.36) 的 必要 性 是 显然 的 , 故 只 需 证 其 充 
分 性 , 设 条 件 (5.1.36) 满足 ,要 证 Jim 名 = $. 根 据 (5.1.32) 式 ,只 需 
证 im 之 即 可 , 仍 用 反 证 法 . 设 知 lime < &， 则 由 假定 知 有 
X0(limé&, << A0 < 及 go € P(gqo 关 9) 存在 ,使 (5.1.36) 式 成 立 . 


no 


另 一 方面 ,由 
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知 , 有 子 列 存在 ,使 
& < 名 (k= 1,2,.), 
故 Xo 属于 A 的 正 谱 ; 令 对 应 的 正 固 有 元 为 gi , 则 根据 引 理 5.1.2 知 
Agpe 之 A, px = AM09o ， (5.1.38) 
由 (5.1.36) 式 及 (5.1.38) 式 即 知 ,A0 属 于 A 的 正 谱 , 这 显然 与 10 < 
矛盾. 间 

类 似 地 ,可 证 下 面 的 定理 5.1.5: 

定理 5.1.5 设 一 致 wo -加 算 子 列 1A, | wo - 义 伍 于 一 致 wo 一 
四 算 子 A ,如 果 1A,1 是 递减 的 , 则 下 列 结论 成 立 ， 

(1) limé&, 一 有; 

(2) lim & = 二 成 立 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 的 es > 0, 有 
AiClim 名 -se<A<lmg) 及 BSP 天 0) 存 在 ,使 

Apl 之 Atp1i (5.1.39) 
定理 5.1.6 设 一 致 uo - 四 算 子 列 1A,1uo 一 勾 伍 于 一 致 wo 一 
种 算 子 A, 则 
limé, = €, limb, = 6 (5. 1.40) 
成 立 的 充 要 条 件 是 :从 
An Pi 一 Aogi( 9p: 之 0, gp; 天 0)， 
| <Ao-eo<Ahoteo < (i=1,2,.%),e0>0, 
(5.1.41) 
可 推出 
Lu pv (i = 1,2,.…), (5. 1.42) 
其 中 uv > Ap > 0 是 某 两 个 常数 . 

证 ”人 先 证 充分 性 . 设 从 (5.1.41) 式 可 推出 (5.1.42) 式 , 先 证 
(5.1.40) 式 中 第 一 式 成 立 ,根据 (5.1.32) 式 ,只 筑 证 lim$, 宇 &. 用 
反 证 法 , 若 不 然 , 取 Xo 以 及 eo > 0, 使 
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limé, < Ao ~ eo < hoteo< é< “和 lim 6 
于 是 存在 子 列 , 使 
6 <A -eo<Ateo < 6 (i=1,2,.), (5.1.43) 
从 而 4o 属于 A,， 的 正 谱 , 设 对 应 的 正 固 有 元 为 9;, 于 是 (5.1.41) 式 
满足 ,由 假定 ,存在 v > A > 0 使 (5.1.42) 式 成 立 , 由 于 Auo -- 均 化 
于 A, 故 存在 io, 使 当 i > io 时 ,有 
| 4p; 一 Au。 | uo <(€—A0), 
于 是 (注意 到 (5.1.42) 式 ) 
Ag; 一 An Pi (EE- Ao) uo, 
Api; < Anp; + (€ ~— Ao)puo = Mogi + (€ — A0) puo 
Aogpi + (§— Ao) pi = tp (i > io). (5.1.44) 
另 一 方面 , 取 & < A4* <8, 则 4* 属于 A 的 正 谱 , 令 对 应 的 正 固 
有 元 为 o” ,于 是 
Ap” =A"9p 之 bp. (5.1.45) 
由 (5.1.44) 式 与 (5.1.45) 式 ,利用 文献 [32] 中 定理 1 即 知 ,上 属于 A 
的 正 谱 ,矛盾 . 
再 证 (5.1.40) 式 中 第 二 式 成 立 ,根据 (5. 1.32) 式 ,只 需 证 lim bn 
委 上 .用 反 证 法 , 若 不 然 , 取 aAo 及 seo > 0, 使 
lim&, > ht+e>h0-e >¢> > im, 
于 是 ,可 取 子 列 使 (5.1.43) 式 成 立 , 从 而 (5.1.42) 式 成 立 , 由 A, uo 
一 匀 伍 于 A 知 ,存在 io, 使 当 i > io 时 , 恒 有 
| Agp; - Angi li < (0 — Wp, 
从 而 
Agpi 一 An 8: 之 一 (Mo — Cpuuo- (Ah0 — £5) 9;, 
AP; 之 An pi; 一 (A0— C9; = Aogp; — (Ah0 — 5) op; 
= top: (i> io). (5.1.46) 
另 一 方面 , 取 & 之 4* < £, 设 A 对 应 于 X** 的 正 固 有 元 是 p* , 则 
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Ap ”=A) 0 过 tp", (5.1.47) 

由 (5.1.46) 式 与 (5.1.47) 式 即 知 ,5 属于 A 的 正 谱 ,矛盾 .充分 性 获 
证 . 

下 证 必要 性 . 设 (5.1.40) 式 成 立 , 又 设 (5.1.41) 式 满足 ,要 证 
《5.1.42) 式 成 立 ,在 (5.1.41) 式 中 令 i -> oo, 取 极限 ,得 

é<h0- eo0SAo+ eo, 
故 i0 属 于 A 的 正 谱 . 令 对 应 的 正 国 有 元 为 0, 则 Agpo = Xho0go. 由 A 
的 一 致 uo - 种 性 知 ,存在 6 > a > 0, 使 
auo < 4po 委 Buo, 

从 而 (注意 到 Xo > 0)， 


Eu < po Suo, (5.1.48) 
根据 定理 5.1.1 知 

lim 1w ~ goll, =0, 
故 存在 io, 使 当 i > io 时 ,有 


-2 0 < 9p po < Fou0’ (5.1.49) 
于 是 ,由 (5.1.48) 式 与 (5.1.49) 式 ,得 
Ap UpiRRv uo (i > i0), (5.1.50) 


其 中 p* = 3 >0,0* = 六 + + >0. 由 A, 的 一 致 wo 一 凹 性 知 ， 


存在 B; > ai > 0(i = 1,2… i) ,使 
aiuo SE Anp; SE Piuo (i = 1,2,.",10), 


由 此 ,再 注意 到 (5.1.50) 式 即 知 (5.1.42) 式 成 立 ,其 中 
= minfp” a >0, 


_ ,8 .. 甸 
v = maxjv "A0” 0 } > 0， 
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必要 性 获 证 . 井 

定理 5.1.7 设 一 致 wo 一 巾 算 子 列 {A,| wo - 匀 伍 于 一 致 wo 一 
目 算 子 A ,于 是 

(1) 如 果 对 于 任意 的 e >0, 有 a0o(lim5 < Mo<< lm 人 + €), po 


用 一 oo 


E P(go 关 9) 以 及 0 < ww<v 存 在 ,使 


puo 委 (全) m< vuo (n,m = 1,2,.…), (5.1.51) 
则 必 有 limé, = é€; 

(2) 如 果 对 于 任意 的 e > 0, 有 ?Mo(lim 纪 -se< ho< lim 和 》, go 
E P(go 关 9) 以 及 0 < p<v 存 在 ,使 (5.1.51) 式 成 立 , 则 必 lim 6， 
一 《. 

证 ”只 证 (1). 而 (2) 类 似 可 证 . 

只 需 证 lim 6 之 6, 用 反 证 法 . 若 不 然 , 则 由 假设 ,存在 Mo(lim 
< AMo<6,poEPpo 天 9) 以 及 0<A<u 使 (5.1.51) 式 成 立 ， 
由 

lme <Ao < EE<E RlimG, 
知 ,存在 子 列 , 使 
,<Ao< 和 (i=1,2,.), 
故 1o 属于 A 的 正 谱 , 令 其 对 应 的 正 固有 元 为 wi , 即 
An Pi 一 A0 9i (i 一 1 ,2，……)， 


令 9i,0 一 9P0O，9Pi mm 二 A pin (m 一 1 2.…)， 
于 是 据 文 献 [32] 中 定理 7 知 
让 gi -pl 0 (m— %), 
从 而 ,由 于 PP 是 正规 的 , 知 
| Gi,m — Pi | -0 (m— %), (5.1.52) 
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A ni 
但 显然 pi, = 所 | - go, 故 由 (5.1.51) 式 及 (5.1.52) 式 得 (5.1. 
0 


42) 式 . 仿 定 理 5.1.6 充分 性 的 证 明 , 可 得 出 & 属 于 A 的 正 谱 , 产 生 矛 
盾 . 井 

下 面 我 们 来 将 上 述 理论 具体 应 用 于 一 个 非 线性 积分 方程 . 

例 5.1.1 考察 n.C.ypptcon 算 子 


Ap (x) = f(z,y, p69))dy, (5.1.53) 


其 中 函数 k(x,y,u) 满足 ypptcon 条 件 ( 见 文 献 [33]P291): 

(Dk(zx,y,0)=0 (a zr,y 6); 

(2)0< Ru 人 (zy ua) 委 M<+c (ae 委 zy 委 0;0 委 2 <+ 
00), 且 k(xz,y,u) 对 每 个 xx 志 0 关于 zyE[a,p5] 可 测 ; 

(3) 对 任何 0 委 wu1 < zz, 恒 有 

inf [Ae (zy 1) ~- k(x,y,u2)] > 0， 
为 简单 起 见 , 以 下 把 满足 条 件 (1) 至 (3) 的 算 子 (5.1.53) 叫做 
Ypprcor 型 算 子 . 

令 E=L’[a,b},P= {or)| p(x)>0,9(z) €E Lla,b]}; 
于 是 忆 是 E 中 一 个 正规 锥 , 令 xso(z) 三 1, 显 然 wo E P,uo 关 909, 于 
是 我 们 有 下 列 诸 结论 : 

@Ypsrcor 型 算 子 必 是 全 连续 的 一 致 wo - 四 算 子 .事实 上 ,从 文 
献 [33]P291 ~ 294 证明 ypprco 型 算 子 (5.1. 53) 是 xo - 四 算 子 的 证 
明 过 程 中 不 难看 出 ,ypprco 型 算 子 (5.1.53) 实际 上 还 是 一 致 wo 一 
四 算 子 . 

现 设 除 了 ypprcoH 型 算 子 (5.1.53) 外 ,又 给 了 一 串 ypprcon 型 算 
子 A,: 


Ang(z) = | klzsy, 99)dy (n= 1,2,), 


(5.1.54) 
Q 如 果 
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| AZyyy UU) -k(x yu) Ie (ae 魏 zy 乏 0 过 0)， 
(5.1.55) 
其 中 ,ss 一 0, 则 A 必 xo - 匀 伍 于 A. 
事实 上 ,对 pE PP, 由 (5.1.55) 式 知 


| A.p(x) - Ap(z) |< es| [p(y) Yay, 


故 A,p(z) 一 致 收敛 于 Ap(z), 从 而 
| Ap -Ap ww 0 (7 一 co)， (5.1.56) 


于 是 ,A,wo 一 强 钱 于 A, 再 者 , 任 给 0 < py < v, 则 对 一 切 g(xz)(y 声 
g(x) 忒 vv), 我 们 有 
| Ap(z) - Ap(zx) | er’ (b — a), 
故 , 很 明显 ,(5.1.56) 式 中 的 收敛 关于 一 切 满 足 kuio 委 2p 魏 vto 的 p 
是 一 致 的 ,因此 A, uo - 匀 伍 于 A. 
于 是 由 定理 5.1.1 与 定理 5.1.3 得 
名 设 不 等 式 (5.1.55) 满足 .如 果 0 属于 A 的 正 谱 (&£,8), 则 0 
必 属 于 A; 的 正 谱 (6 ,5)( 当 ?7 充分 大 时 ) ,并 且 gp, (xz;%0) 一 致 收 
敛 ( 几 乎 处 处 ) 于 p(T;X0), 这 里 9 ( 工 ; 40) 与 9p( 工 ;X40) 分 别 表示 A， 
与 A 对 应 于 Xo 的 正 固 有 函数 .此 外 ,还 有 
lim&, < é€, limt,>$. 
很 明显 ,如果 
ki(T YU) Eka(r, yu) (n= 1,2,%), (5.1.57) 
则 {1A,| 是 递增 的 ,同样 ,如果 
kl(T YU) 之 orzy ut) = 12) (5.1.58) 
则 1A,1 是 递减 的 ,于 是 ,由 定理 5.1.2 以 及 定理 5.1.4 与 定理 5.1. 
5, 得 
由 设 不 等 式 (5.1.55) 以 及 不 等 式 (5.1.57)( 对 应 地 , (5.1.58) 
式 ) 满足 , 则 g(xz;40) 递增 地 (对 应 地 ,递减 地 ) 一 致 收 伍 (几乎 处 
处 ) 于 pg(z;40); 此 外 ,还 有 
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加 名 = 《 (对 应 地 ,lime = 日. 
下 面 研究 在 什么 条 件 下 (5. 1.36) 式 与 (5.1.39) 式 满 足 . 不 难 证 
明 :如 果 存 在 a(0 过 a 之 + co) ,使 
加工 | (zsysa)dy = p(x) < limés, (5.1.59) 


并 且 左 端的 收敛 关于 x € [a,b] 是 一 致 的 , 则 (5.1.36) 式 必 满 足 . 
事实 上 , 任 给 s > 0, 取 c > 0(c 与 a 很 接近 ) ,使 


b 
[Cy dy < (lmé +$) eo (a<r<6), 


则 有 Apo < Moyo, 这 里 po(z) = c,h0 = lim 人 + 入 
同 理 可 证 :如 果 存 在 8(00 委 8 委 + co), 使 
lm 于 | (2,y,u)dy = g(x)> mnt, (5.1.60) 


HB u 
并 且 左 端的 收敛 关于 x € [a ,5] 是 一 致 的 , 则 (5.1.39) 式 必 满足 . 
于 是 ,由 定理 5.1.4 及 定理 5.1.5 得 
@@ 设 不 等 式 (5.1.55) 以 及 不 等 式 (5.1.57) 与 (5.1.59) 式 (对 
”应 地 ,(5.1.58) 式 和 (5.1.60) 式 ) 满足 , 则 必 有 
lm 人 = (对 应 地 ,lim = 5). 


§5.2 一致 uo - 思 算 子 列 的 极限 算 子 的 不 动 点 及 其 遏 近 


再 来 讨论 当 一 致 uo - 四 算 子 列 1A,1 按 一 定 的 条 件 收敛 到 极限 
算 子 A 时 ,极限 算 子 A 的 不 动 点 的 情况 . 

由 于 从 应 用 中 得 来 的 非 线性 算 子 ( 微 分 算 子 .积分 算 子 等 ) 往往 
是 近似 确定 的 (比如 ,应 用 中 出 现 的 Ypprcor 型 积分 算 子 


Ap = jp(zsy,p(y))dy， 


其 核 &(z,y,v) 往 往 是 近似 确定 的 ) ,对 于 这 样 一 些 近似 确定 的 非 线 
性 算 子 ,我 们 需要 用 一 些 规范 的 非 线性 算 子 来 近似 代替 它 . 这 样 一 
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来 ,对 其 不 动 点 会 产生 怎样 的 影响 呢 ? 我 们 当然 希望 两 者 的 不 动 点 的 
偏差 较 小 才 好 . 以 下 我 们 就 来 对 一 致 uo - 四 算 子 列 {4,} 的 极限 算 
子 A 的 不 动 点 的 存在 惟一 性 进行 讨论 ,最 后 将 指出 A, 的 不 动 点 与 
极限 算 子 A 的 不 动 点 可 以 充分 接近 ,从 而 较 好 地 解决 了 这 一 问题 . 

定义 5.2.1 设 X 是 以 ce(z,y) 为 距离 的 度量 空间 , 算 子 A 叫 
做 广义 压缩 的 , 若 对 B86 宇 a > 0, 当 a 魏 o(z,y) 委 8 时 ,总 存在 实数 
0 委 q(a,p8) < 1, 使 

Pp(Ar,Ay) g(a,B): pl(r,y). 

如 果 对 任何 8 之 a > 0,g(a,B)(< 1) 为 正 的 常数 , 则 广义 压缩 
算 子 A 即 成 为 压缩 算 子 ; 

如 果 对 任何 正 数 6 宇 a > 0,0 委 9g(a,p8) 委 1, 则 广义 压缩 算 子 
是 非 扩 张 ( 非 膨胀 ) 型 算 子 ( 见 文献 [9]); 

进而 , 若 g(a,B) < 1, 则 广义 压缩 算 子 即 成 为 严格 非 扩 张 ( 非 脱 
胀 ) 型 算 子 . 

定义 5.2.2 设 巨 是 具 锥 已 的 Banach 空间 , 设 9 关 wo EP, 称 
集合 P(xo) = lz 1zE P,3a>0, 使 -oszsauoj 为 锥 P 的 
分 支 . 

注 工 从 定义 可 见 ,对 锥 已 中 的 每 个 非 零 元 xo, 总 有 相应 的 分 支 
P(wuo). 

注 2: 由 分 支 的 定义 知 , 零 元 素 不 属于 任何 分 支 . 

注 3: 若 zE P(wuo), 则 wo E€ P(z), 从 而 P(xz) = P(wuo), 即 属 
于 同一 个 分 支 的 两 个 元 素 产 生 的 分 支 相 等 . 

注 4: 设 0 过 £ 达 v, 区 间 {z | LuoRRTR Uo,TE P} 全 (yw, 
vuo) TC P(wuo). 

注 5:P(uo) CE = |zlz€EE,IA>0,-AuRrRAuol. 

下 面 我 们 将 在 某 个 分 支 P(xo) 中 定义 一 个 新 的 距离 . 

定义 5.2.3 设 P(zxo) 是 Banach 空间 玉 中 锥 P 的 分 支 , 对 工 ， 
yE Po), 记 azy) 为 使 z 委 ay,y 委 az 正 数 a 中 的 最 小 值 , 称 
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pi(z,y) = lna(z,y) 
为 点 z 与 y 的 距离 . 
如 此 引入 的 距离 po1 (xz ,y) 满足 距离 的 三 个 条 件 . 
事实 上 ,(1) 因 a(x,y) 为 使 xz 二 ay,y 雯 az 正 数 a 中 的 最 小 
值 , 苦 0 < 之 a(z,y) 过 1, 则 zz 过 ay 声 ax < 之 工 , 矛 盾 , 故 必 有 alzx， 
y) 宇 1, 从 而 
pi(X,y) = Ina(z,y) 之 0， 
且 olt(z,y) = Inae(z,y) = 0ca(zy) = 1Or = yj 
(2) 因 a(z,y) 郊 1 使 z 委 ay,y 委 az, 由 zy 的 对 称 性 , 即 知 : 
pz y) = Inae(z,y) = jnae(y,z) = pi(y,7); 
(3) 记 a(z,y) 为 使 z 委 ea(z,y)y,y 魏 a(z,y)z 正 数 o 中 的 
最 小 值 , 又 记 a(y,z) 为 使 y 委 a(y,z)z,z 魏 a(y,z)y 正 数 c 中 的 
最 小 值 , 则 由 此 两 式 可 得 
Za(zy)a(y,z)z， 
Za(y,z)a(zr,y)r. 
因 a(z,z) 是 使 xz 过 a(z,z)z,z 世 a(xz,z)z 的 正 数 a 中 最 小 值 ， 
故 1 过 a(zx,z) 过 a(z,y)a(y,z), 两 边 取 自然 对 数 得 
pi(X,2) = Ina(zx,z) Ina(rz,y)a(y,z) 
= lna(z,y) + lna(y,z) 
= pz y) + pi(y,z) 
我 们 知道 ,要 讨论 一 个 算 子 A 在 某 空间 XX 中 是 否 有 惟一 不 动 
点 ,一 般 应 从 以 下 几 个 方面 去 考虑 : 
1” 所 论 及 的 空间 和 是 否 完备 ; 
2”A 是 否 为 X 上 的 自 映 射 ; 
3”A 是 否 为 压缩 映射 . 
在 选择 所 考虑 的 空间 X 时 , 曾 试 选 了 锥 P 的 分 支 P(wuo) 作为 
X ,因为 P(uo) 具有 较 好 的 性 质 : 
Q@P(wuo) 是 锥 已 的 子 集 ; 
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@ 即将 证 明 : 当 锥 PP 正规 时 ,P(zxo) 在 距离 ol(z,y) 意义 下 是 
完备 集 . 

但 P(vo) 中 ,对 之 应 满足 的 条 件 地 uo < zx 过 auo 始终 不 能 让 它 
与 一 致 uo 一 凹 算 子 定义 中 z 的 允许 取 值 区 间 《jxuo,vuo) 相 一 致 .又 
由 于 《juo,vuo) 实际 上 是 P( uo) 的 闭 子 集 ,P(zxo) 的 性 质 , 它 基 本 上 
都 具有 ,所 以 想到 将 空间 X 取 小 一 些 , 就 取 X = 《jwo, vuo). 

空间 基本 取 定 之 后 ,再 试 着 考虑 一 致 uo - 四 算 子 A 的 压缩 性 . 
既然 A 在 通常 的 距离 意义 下 是 不 可 压缩 的 , 自然 要 想到 在 距离 
p1( 工 ,y) = Ina(z,y) 意 义 下 是 否 压 缩 .经 研究 发 现 , 一 致 xzo - 凹 算 
子 并 不 是 通常 距离 意义 下 的 通常 的 压缩 算 子 , 而 是 在 距离 oi(z,y) 
意义 下 的 广义 压缩 算 子 ， 

基于 上 述 思 路 , 我 们 现在 来 讨论 一 致 wo - 四 算 子 A 在 区 间 
《jyuo,vu0) 上 的 不 动 点 的 存在 性 与 惟一 性 . 

引 理 5.2.1 设 EE 是 具 正 规 锥 P 的 Banach 空间 , 则 分 支 P(z0) 
在 距离 ol(z,y) 的 意义 下 为 完备 的 度量 空间 . 

证 1° 先 证 P(wo) 中 的 点 列 {z,1 若 依 ol(z,y) 是 Cauchy 序 
列 , 则 必 依 wo - 范 数 是 Cauchy 序列 . 

因 1z,| 是 依 距离 ol(z ,y) 的 Cauchy 序 列 , 故 有 界 , 即 3 M > 0， 
使 pl(zxo) 委 Mn = 1,2,…). 

由 定义 5.2.3 知 


zn < a (Zn, U0) uo SE ept57ao) 


”10 过 eMuo, 


(zz0) 


ug Sa(zny U0) zn Se * zn exMz，， 


从 而 
eMuo Ez eM (n= 1,2,…), 
由 于 z, € P(uo) CC E。 , 故 依 uo 一 范 数 的 定义 得 
| =。 “Se (n = 1,2,.…). 
设 z,y E P(zxo), 由 不 等 式 : 
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二 ee yz, 


eol(zy 之 过 etz 2) y, 
从 而 
[ee -1y 和 zy 乏 [ece -1]y 
因为 -ex 之 -1 工 , 易 知 
- [eH 1]ySzr -ye -1]y. (5.2.1) 


因为 
eel(z,2) 二 过 y 之 ep) 7 
故 
一 epli(z,2) 雪 云 - y 云 - ep 7 
及 


[ellzSr- yl -ey, 
而 ee 之 1, 可 知 
_ [eettz,2) —1]z 之 一 y < 去 [ee 2 1]>， 
由 于 
-yl :wy | yl, azo， 
由 (5.2.1) 式 即 知 
[eo1 |yl, ww Sz- ye -1 ly ,uo, 


又 因为 


-zl wz ll wo, 


也 有 
[ee zl, ma 
< ye eh, ao 
因此 
[yl < yh, 
lz-yl, [er ”1 |zl,, 
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从 而 
1z=-yl 委 [ee 一 tminll zl lyl,!, 
于 是 


| Tn Xm | uo 二 ee 
过 


[ 1mint | wll zo 
[eeits 7? _ 1]e™ 

(I | < en = 1,2,.), 
所 以 当 pi1(zi,zm) -一 0 时 , 必 有 | zz 一 zy ww 0, 即 当 { =,} 依 
oli(z,y) 是 Cauchy 序列 , 必 依 uo - 范 数 是 Cauchy 序列 . 

2 再 证 P(xo) 在 距离 ol(z,y) 下 完备 . 

设 P(uo) 中 的 点 列 1z,| 依 距离 ol(z,y) 为 Cauchy 序列 . 因 P 
正规 , 故 由 定理 3.3.3 知 :E, 在 wo 范 数 意义 下 完备 ,从 而 3 x* € 
EE, ,使 | z,—z*| ww ”O(n ™) ,而 且 还 依 空间 范 数 收敛 , 即 有 

lim | za»a—z”"|=0. 
另 一 方面 , 因 |z, 在 o1(x,y) 下 是 Cauchy 序列 , 故 
Ye > 0,3N >0, 对 任何 m = 1,2,…, 有 
Pi(ZN+ms ZN) < e， 
从 而 
ZN Ee EP tyrm) ZN+im 过 EZN+rm » 
ZN+m < EINtm) py A eszNy (m = 1,2,.…), 
令 m 一 得 
ZN 和 ez’ ,zz” SC ezN, 
因此 
z”E€ P(z,) 一 Pl(uo), 
pi(zN;z”) SS Ine = e， 
即 P(wuo) 依 距离 p1(x,y) 完备 ， 间 

考察 一 致 uo 一 四 算 子 的 压缩 性 ,我们 有 
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引 理 5.2.2” 设 A 为 一 致 xo - 四 算 子 ,是 A: (jioywuo) ~ 
《jyuo ,vu0) , 则 在 距离 ozyy) 的 意义 下 ,A 必 为 《jyuo,vuo》 上 的 广 
义 压缩 算 子 . 

证 ”1° 先 证 A 满足 不 等 式 ; 

pi(Az,Ay) < p(x,y) -lnfl+ (p30, ,se 0»))], 

Vr,y € (puosvuo) 且 x y, 


于 是 
po ETE U0 pu0 Ry SR vo, 
由 此 得 
rHy, y<Lz, 
从 而 
a(z,y) < a (xz,y) 之 在 ， 


此 时 a(z,y) > 1, 因 此 
0< 人 Se < 
取 : = e973) 则 
£ E [fF ,et (0,1). 
因为 


XRa(r,y)y, ya(r,y)z, 
故 
@ Pr(Tsy) 云 y, e oatz2 < 二. 
将 增 算 子 A 作用 到 上 述 两 个 不 等 式 , 再 由 增 算 子 A 的 一 致 xo 一 
凹 性 可 得 
Ay 之 Ale Wr] [1+ (p50, ,en ) eol Az, 
Az 之 Ale Wy] [1+ TAO ,ee 7 ) ee Ay, 
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其 中 ,7 全 ee) > 0. 


因为 A: 《pauoyuuo) 一 《uruoyuuo), 故 由 关于 距离 ol(z,y) = 
Inae(z,y) 的 定义 5.2.3 即 知 


al4z,Ay) 委 [1+ IC 攻 eret(z 习 ] Lentz 
所 以 
pi(Azr,Ay) pi(z,y) -Inll+ vy(p,v, 全 ,eol(z,2))] ， 
记 
ploi(z,y)] = in[l+ Iv Ese 7 )], 
则 


pi(Azr,Ay) po(r,y) - plo(z,y)], (5.2.2) 
此 处 ,g(r) 对 xr >0 是 正 连 续 的 (事实 上 ,由 一 致 uo - 四 算 子 的 定义 
知 ,7 一 ng,0,4,6) > 0 是 关于 pj,v,a,b 的 函数 ,而 当 区 间 (jyxwo， 


vu0) 确定 时 ,pwv、 洛 均 为 定 值 , 此 时 mp3v, ,e013))) 仅 为 
1(Z，y) 的 函数 ,由 上 述 证 明 过 程 可 知 , 当 of(z,y) >0 时 ,ny(y,v， 


各 ee) 满足 一 致 wo 一 四 算 子 定义 中 的 条 件 , 此 时 TCD 全 


see) > 0, 从 而 a[1+ To 芭 ,e el)] 取 正 值 ,而 对 数 函 
数 连续 , 故 g(r) 对 > 0 是 正 连续 的 ). 
2° 再 证 A 是 Cjyuo,vuo》 上 的 广义 压缩 算 子 . 

因 当 0 < a 迄 ”和 过 8 时 ,连续 函数 gp(7), 在 [a,B] 上 必 有 最 小 
值 , 记 为 m(a,B), 而 gp(7r) > 0, 故 必 zr(a,PB) >0, 由 (5.2.2) 式 得 
plo(z,y)] plzr,y) — pi(Az, Ay) < pi(z,y), 

故 当 0< ec 委 polz,y) 委 8 时 ,由 上 式 有 : 
0< map) 委 Blot(zy)] 委 ozy) 委 0， 
从 而 
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0 < m(e,8) 1 plpr(z,%)) > m(a,8) 
B pi(x,y) B 


此 时 (5.2.2) 式 可 改写 成 : 


Pi(Az,Ay) Eo(z,y) 一 [2 | Pi(z,y) 


1 _ plexz,y)] 
ozyy) 

< 者 

= g(a,PB)o(z,y), 

其 中 g(a,8) = 1 开 ( 人 他 ,由 于 0< 中 全 全 二 1, 故 有 0<< 
ala,p8) < 1, 因 此 A 为 (poyuuo》 上 的 广义 压缩 算 子 . 间 

既然 映 Cwuzovuo》 人 (Huauoyuuo) 的 一 致 wo -种 算 子 4A 依 oi(z， 
y) 是 广义 压缩 的 , 若 区 间 (puo,uuoy 依 pi(z,y) 完 备 , 则 A 在 (uaio， 
uao7 中 必 有 惟一 不 动 点 ,基于 这 个 思想 ,有 : 

定理 5.2.1 设 瓦 是 具 正规 锥 P 的 Banach 空 间 , 且 序 区 间 (pro， 
vuo》 上 的 一 致 uo - 问 算 子 A: 《jyuos,vuo) 一 《juos,vu0), 则 A 在 
《puo,vuo)》 上 有 惟一 的 不 动 点 zx” ,并 对 任何 初 值 zo € 《juo; vu0)， 
迭代 列 xz, = Azs-1(7n = 1,2,…) 按 距离 p1(z,y) 收敛 到 这”. 

证 ”1° 先 证 区 间 《juo,vuo) 在 p1(x,y) 意义 下 完备 . 

由 于 已 是 正规 锥 , 据 引 理 5.2.1 知 ,分 支 P(xo) 在 距离 ol(z,y) 
意义 下 是 完备 的 度量 空间 . 故 只 需 证 (uruo,uuo) 性 P(wuo) 在 pilz， 
y) 意义 下 为 闭 集 . 

在 区 间 《jyuo,vuo》 中 任 取 点 列 | zx} , 即 

Luo SS xn ST uo(n = 1,2,%). 


若 1z,] 依 距离 out(z,y) 收敛 于 z* , 即 x, 一 > xz*(n -> co)， 


则 由 引 理 5.2.1 知 : 1z,| 必 依 空间 范 数 收 化 于 z* , 即 x 一 下 


z (za 一 ce), 由 此 即 得 
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az 


PCZ，y) 


Ht0 Tx" SR bu0， 
亦 即 工 ”E 《puo,vu0), 故 《juo,vuo) 为 闭 集 ,从 而 序 区 间 《juo ,vu0) 
在 pi(z,y) 意义 下 完备 . 
2 再 证 A 在 《juo,vuo》 上 有 惟一 不 动 点 x”, 且 对 任何 初始 值 zo 
E 《puo;vu0) ,迭代 列 zx, = Azs-1(n = 1,2,…) 按 距离 ol(z,y) 收 
人 敏 到 zz” . 
考察 数列 : 
b, = P1( Tn Tn-1) (2 = 1,2,."), 
因 A 为 一 致 xo - 四 算 子 , 且 A :Cpywuo,vuo) 一 《pu0;vu0). 故 由 引 理 
5.,2.2 知 : 
pi(Azx,Ay) p(x,y) - plo(z,y))], 
gp(r) 关于 + > 0 正 连 续 . 
故 有 
btl = p(xnrls Ln) = O11( A ,Arn-1) 
< pi( za, Tn-1) = bn 
即 16,1 是 单调 碱 的 , 且 下 方 有 界 ( 为 零 ). 设 b* 是 16,| 的 极限 , 则 45* 
宇 0, 下 证 6* = 0. 
若 不 然 , 设 5*” > 0, 则 对 Ye > 0,3N, 当 nn 之 NN 时 ， 
0<6b,—b*<e, 
取 se = 1, 则 对 充分 大 的 n ,有 : 
bob” <6b,<b*"+l1 
或 b* <bNnm 人 <b +1 (m= 1,2,.…), 
于 是 
b* <po(zNim isTNim-tl) < +1 (lt m), 
因 A 广义 压缩 , 故 
bNrm = Pp1(AzxNtm-1, ATN+m-2) 
qo ,6 +1)* p(TNtm_1, TN+m-2) 
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[gq(b’ ,8” +1)]™. p(xN, ZN-T) 
[gl(b ,60* +1)])™. (5* +1). 
因 0 和 gq(6* ,b+1) < 之 1, 故 65 一 0(n 一 0) 与 5”> 0 矛盾 ,所 
以 5b* = 0. 
由 于 6, 一 0, 故 对 Ye > 0, 选 取 NN, 当 nn 之 NN 时 ， 
广 ， min 9plot(z,y)]|， 


Sp (zy) Se 
来 证 算 子 A:SN = {zx | pi(zx,zN) 志 ee| > Sy. 
其 实 , 若 0 过 ol(z,zNw) < 方 , 则 有 : 
pi(Azx,ZzN) SE pi(Az, AzN) + pi(AxN, ZN) 


oT, TN) + ON+1 < 分 + 方 = &€. 


若 广 三 pl(z,zN) 二。, 则 有 : 
ol(Az ,ZzN) < pi(Az, AzxN) 十 pi(AzxN, ZN) 
p(x, TN) -poLot(zzN)] + ON+l 
< p1(T ,LN) < s. 
再 证 | zx; | 是 Cauchy 序列 , 即 证 : 
OI(ZXN+ims ZN) <eE (m= 1,2,.…). 
因 ol(zNrl,zN) = bN+1 <e, 故 zNrlE SN， 
而 A:SN 一 SN, 所 以 
Op1(ZN+2, TN) = pi1(AzxN+11, TN) < e， 
类 推 即 得 
OZNrmyZN) <e (m= 1,2,.%), 
. 由 《juo ,vuo》 的 完备 性 ,得 z, 一 z ”Eupnuoyuuo), 据 xx = 4zo-1， 
即 知 zx” 为 A 的 不 动 点 ,再 由 A 的 广义 压缩 性 可 知 ,不 动 点 z” 惟 
一 ， 间 
最 后 来 讨论 当 一 致 uo - 凹 算 子 列 |A, 上 | 按 适 当 的 条 件 站 和 敛 于 算 
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子 A 时 ,极限 算 子 A 的 不 动 点 的 存在 惟一 性 ,以 及 A, 与 A 的 不 动 点 
之 关系 ， 

定理 5.2.2 设 记 为 具 正 规 锥 PP 的 Banach 空 间 ,{A,| 为 一 致 wo 
一 四 算 子 列 ,车 A, 满足 : 

(1)A,: puosvuo) —> (puosvuo)(n = 1,2,°); 

(2) 诸 A, 是 等 度 的 ; 

(3)A 是 wo - 勾 敛 于 正 的 增 算 子 A. 
则 极限 算 子 A 在 《juo,vuo〉》 上 有 惟一 不 动 点 z* ,并 对 任何 初始 值 
Xo0 EE 《Hpuoyuauo》 和 迭代 列 xz, = Azn-1(n = 1,2,…) 依 距离 p1(xz,y) 
收敛 到 zz ”. 

证 ” 据 引 理 5.1.1 知 , 当 一 致 uo -四 算 子 列 1A,| 是 wo - 匀 敛 
于 A , 且 诸 A, 等 度 时 ,极限 算 子 A 必 为 一 致 wo - 凹 算 子 . 

下 证 A ;人 《jwuo,vuo) 玉 《ju0, vu07. 
因为 A :pauoyuuo) 一 《puoyvu0), 故 对 Y x € 《juo, vuU0)， 
有 : 

Lu Art Ev (n= 1,2,…), 
又 因 A, 是 wo - 匀 伍 于 A , 故 当 0< A < uv 时 ,对 一 切 满足 puo 委 工 
过 vuo 的 z ,一致 有 : 
lim | Arz 一 Azlw=0， 
于 是 ,由 uo - 范 数 的 定义 ,对 Ve > 0, 当 n 充分 大 时 ,有 
— euo < Anz — Ax & euo0, 
因此 
Az > Ar - euo 2 uo — euo = (wx — e)uo, 
Ar Ar + euo 人 vuo + euo = (v + €)uo, 

由 20 一 匀 伍 性 知 ,上 述 关系 对 满足 Huo 之 工人 wuo 的 一 切 z 成 

立 . 故 令 e 一 0, 即 得 
Lu0 SE Arz EE wuo, 
因此 
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A: puosvu0) > (puo, vuo). 
再 据 定理 5.2.1 即 知 本 定理 的 结论 成 立 ， 间 

定理 5.2.3 在 定理 5.2.2 的 条 件 下 ,一 致 wo -四 算 子 A, 及 A 

在 Cjyuo, vuo》 中 的 不 动 点 满足 : 
liml zi» -xz*| =0, 
其 中 zx 为 A 的 不 动 点 (2 = 1,2,…),x* 为 A 的 不 动 点 . 

证 ” 据 定理 5.1.1 知 ; 当 一 致 wo- 装 算 子 列 | A,| 等 度 , 且 wo -= 
匀 敛 于 正 的 增 算 子 A 时 ,车 *o > 0 属于 A 的 正 谱 , 则 当 充分 大 时 ， 
A0 也 属于 A, 的 正 谱 , 并 且 

lim | ws(ao) - p(X0) |, = 0， 
其 中 p()o) 与 p, (40) 分 别 表示 A 与 4, 对 应 于 ho 的 惟一 正 固有 元 . 
因 A 是 正 算 子 , 故 由 文献 [29] 定理 4 知 ,Mo = 1 属于 A 的 正 谱 , 又 因 
为 对 应 于 Xo 的 固有 元 惟一 , 故 当 Xo = 1 时 ,gp(40) ,gn(40) 即 是 A 与 
A, 的 不 动 点 zx*” 及 x* ,因此 有 ， 


lim | Xx- x” L up 一 0， 
又 因 己 正规 , 故 立 即 可 得 
lim | zx -zx 上 =0. # 
上 述 问题 的 意义 在 于 : 


QD 完整 地 解决 了 一 致 wo - 止 算 子 的 不 动 点 的 存在 惟一 性 ; 

名 一 致 wo -四 算 子 列 1A,。j} 按 一 定 的 条 件 去 逼近 非 线性 算 子 A 
时 ,A 的 不 动 点 也 存在 惟一 , 且 A, 与 A 的 不 动 点 可 任意 接近 . 

由 于 一 致 wo 一 四 算 子 列 {A,| 按 定理 5.2.2 的 条 件 收敛 于 A 
时 ,极限 算 子 A 也 为 一 致 wo 一 四 算 子 ,因此 讨论 极限 算 子 方程 Az = 
工 通 近 解 的 收敛 速度 问题 具有 很 强 的 实际 意义 .我 们 最 后 再 来 讨论 
迭代 列 xz, = Az ia = 1,2,…) 的 收敛 速度 问题 . 

定理 5.2.4 设 记 是 具 正 规 锥 P 的 Banach 空 间 , 且 一 致 wo 一 站 
算 子 A:《jyuo,vuo》 一 《juo,vuo), 又 设 A 在 方程 Ax = z 的 解 z* 处 
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Frechet 可 微 , 用 ro 记 有 界线 性 算 子 A“(x* ) 的 谱 半径 ,并 设 ro<1, 
则 挝 代 列 zx, = Az,-1(%n = 1,2,…) 按 空间 范 数 收敛 到 xz * , 且 对 充 
分 接近 z ”的 初始 元 zo € 《juo,vuo》, 有 : 
Fz- zx’ aC(zro,e) (ro + e)", 

此 处 s 为 充分 小 的 正 数 ,C(xo,e) 是 一 与 xo,e 有 关 的 正 的 常数 . 

证 ” 据 定 理 2,3.1 及 其 系 的 讨论 可 知 ,对 Ye >0, 在 EE 中 可 构 
造 一 等 价 范 数 | .| 、 ,使 

ml(e)lzl| lzl, Me)|zrzl, xz€ (uuo,vuo) 
及 

A‘(z* nal, 三 (ro+ 方 ) hl. zxE€E (puo,vuo), 
由 Fréchet 导数 的 定义 , 35 > 0, 使 对 上 xz 一 zx" 上 <5 中 的 xz, 有 : 

i Az- Az’ -A(z)(z- zr) SHIlz- zl,, 

所 以 ,如 果 上 zx* 目 < 之 5, 则 

JAz—-Axr* | |Ar-Ar’ -A(zr')(zr-zr’))|、 

+ |A‘(z*)(z—-z*)|, 
(ro+e)l|lz-z*l,, 

由 于 正 数 s 可 充分 小 , 故 可 使 ro + s < 1 

据 定理 5.2.1 知 , 此 时 一 致 uo - 门 算 子 A 在 五 的 闭 子 集 
《pueuoyuuo)》 上 有 惟一 不 动 点 zx“* , 即 算 子 方程 Ax = zx 在 《jwo, vuo)》 
上 有 惟一 正解 zx”, 且 对 初始 元 zo E 《uuo,vu0), 迭代 列 zx，= 
Azxn-1(7 = 1,2,…) 按 距离 ol(z,y) 收敛 到 之 * , 据 引 理 5.2.1 的 证 
明 过 程 知 , 迭 代 列 zx, = Azn_1(7n = 1,2,…) 按 空间 范 数 外 .| ,从 
而 按 等 价 范 数 上 ， | . 也 收敛 到 zx” , 且 

| zs -zs = 1 AhAz-Az* |， 
委 (ro+e)lz-2z | 
一 (ro+e) | Azr, >- Ar” | > 
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<(ro+e) lz 2—-zx*|、 
二 
(rote) "|zo-z*|,, 
所 以 
关 _1 其 
| zz。 一 并 | < lx Z 外， 


| zo 一 zz” | 


< ml(e (rot e)” 
M ， 。 
二 区 | zo 一 zi (rot+e) 


二 C(zo,e). (ro+e)"，# 

定理 说 明 , 若 一 致 xo - 四 算 子 方程 Ax = z 有 人 解 z*, 则 当 
A《x” ) 的 谱 半 径 ro < 1 时 ,对 靠近 xz* 的 初始 元 zo 所 决定 的 迭代 
列 z; = Axn_1(n 二 1,2,…), 可 按 任意 接近 ro 的 实数 为 公 比 的 几何 
级 数 速度 收敛 到 x * ,这 已 经 是 一 个 比较 迅速 的 收敛 过 程 ,具有 较 强 
的 实用 价值 . 

然而 ,对 定理 5.2.4 的 条 件 作 适当 的 改进 ,还 可 得 到 更 为 迅速 的 

定理 5.2.5 设 玉 是 具 正 规 锥 P 的 Banach 空 间 , 且 一 至 wo 一 四 
算 子 A:《jpwo,vuo)》 一 《juo,vu0) ,又 设 算 子 A 满足 : 

(1) 在 方程 Az = z 的 解 x ”处 Fréchet 可 微 , 且 A’(x*) = 0; 

(2) A(z)-A‘(y) 志 Lx-y| (xz,y 为 z* 附近 的 点 )， 
则 当初 值 zo 充分 靠近 z ” 时 ,人选 代 列 z, = Azn_1《n = 1,2,…) 收敛 
到 解 xz* , 且 

1 zz 入 C(8,zo) 862? ， 

此 处 ,5 为 任意 小 的 正 数 . 

证 ”由 条 件 (1) ,一 致 wo 一目 算 子 A 在 不 动 点 z”E 《puo,vu0》 
处 Fréchet 可 微 , 据 文献 [11P55 定理 3.4(2) 同 理 可 知 ,对 <” 邻 域 中 
的 xz, 39 € (0,1) ,使 得 
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由 hz-A4z 1 科 上 Abz+( 人 -bz |r-z*l 
由 条 件 (2) 及 A'(z*)=0 得 
IA‘[8z+(1-0)zx"]|l 
= 1 Asz+(L-69)z]-Az 1 
<LIOr+(1-0)zr*—-x*| 
= L196llz-z*||<LiLllxz-xz*|. 
因 zx* 为 算 子 方程 Arz = 工 的 解 , 故 z* = Axr* ,从 而 由 上 两 式 得 
fAr-z*| = 1Ar-Az*| <Liz-z* |?, 
取 r € (0, 闻 ), 则 由 上 式 知 , 算 子 A 映 开 球 O(z* ,r) 人 自己 ,假定 
Zu E O(z” ,7), 则 对 所 有 的 n > zxo, 迁 代 列 {zoj 也 属于 O(xz*， 
7) ,而 且 
zs -zl = | Azr,1-zx*| 
<Llz-1-z”|? 
<L:Ll|z,2.—-xz" |? 
< 


< L122 ++2" 0 |x -zx* 2" "0 
no ? 
于 是 
lz -zx 4, -| ", 
记 
G = Lx, -xz* | . 
因为 
上 za -zx*l <r, 
所 以 
6 € (0,1)， 
因此 
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lz -zl SH "= C(8,z0) .92 ， 
这 里 
C(8,zo) = 二 62"，# 


从 定理 可 见 ,这 是 一 个 非常 迅速 的 收敛 过 程 , 这 个 结果 是 比较 理 
这 样 ,我 们 就 完整 地 解决 了 一 致 wo - 四 算 子 方程 逼近 解 的 问 
题 ， 
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本 书 是 江西 省 自然 科学 基金 项 目 ( 编 号 0311002) 的 最 终 
研究 成 果 之 一 。 

本 书 以 笔者 在 南昌 给 数学 专业 的 学 生 讲 授 “ 算 子 方程 理 
论 " 某 些 专题 的 讲稿 为 基础 ,再 加 上 笔者 近年 来 所 取得 的 若干 
研究 成 果 整 理 而 成 .本 书 的 目的 是 想 用 不 大 的 篇 幅 , 集 中 讨论 
几 个 重要 的 基础 理论 课题 , 若 能 给 读者 阅读 时 起 到 一 点 参考 
作用 , 则 不 胜 欣 网， 

本 书 汲取 和 引用 了 国内 外 许多 专家 学 者 的 研究 成 果 , 并 
在 本 书 末 尾 的 参考 文献 中 一 一 列 出 ,在 此 ,笔者 特 向 有 关 专 家 
学 者 表示 衷心 的 感谢 。 

由 于 交 稿 时 间 较 为 使 促 ,又 限于 作者 水 平 , 诚 尽 地 盼望 读 
者 指出 书 中 错误 与 不 妥 之 处 . 


陈 晓 雷 
2005 年 5 月 于 浙江 财经 学 院 
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